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概要
重力波検出器によって、現在までに 90以上の重力波信号が観測されている。これらのうち近

年注目を集めているのは、合体した連星の質量差が大きいものである。質量差の大きな連星の合
体は、従来の孤立連星の進化によってできたブラックホール連星が合体するとするシナリオでは
説明し難いと考えられている。そこで近年、これらの合体を説明できるものとしてKozai-Lidov機
構という機構が注目を集めている。Kozai-Lidov機構は、連星が少し遠方にある 3体目に束縛され
ているような系 (階層的 3体系とよぶ)に特有のものであり、連星の離心率を増幅させ 2つの天体
の距離を近づけることで合体を誘発することができる。階層的 3体系は宇宙に様々なスケールで
多数存在するが、本研究では宇宙に多数存在するとされている球状星団に着目し、中心に中間質
量ブラックホールをもつ球状星団における中間質量ブラックホールと恒星質量ブラックホール連
星の階層的 3体系を考える。Kozai-Lidov機構による合体は時には 108年以上もかけてゆっくりと
起こるが、直接N 体計算コードでは様々な技術的な問題により長期進化を追うことができない。
従ってこれまで短い時間スケールの摂動を平均化する近似を取り入れた摂動計算コードが用いら
れてきた。しかし、摂動計算コードは近似を含むため、時には系の進化を誤って予測してしまう。
摂動計算コードの結果を適切に解釈するためには、多数の系に対してある程度長期の進化を両方
のコードで追い、結果を統計的に比較する必要があるが、このような研究は現在まで進んでいな
い。本研究では、初めて、多数の系に対して 2つのコードで 3.0 × 107年までの進化を追い、結果
を比較することで、初期条件において摂動計算コードの結果が妥当である領域を特定した。その
結果を用いて、長時間合体を考慮した Kozai-Lidov機構による合体のより詳細な連星の質量比分
布を予測し、さらに実際の合体率を予測し観測と比較することで、球状星団における KL機構に
よって誘発された合体は質量差の大きい合体 (特に質量比 q < 0.3 (0 ≤ q ≤ 1)の合体)の主なソー
スである可能性が高いと示唆した。
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Chapter 1

イントロダクション

アメリカに設置されたレーザー干渉型重力波検出器 LIGOとイタリアに設置された欧州重力
波観測所の重力波検出器 VIRGO が、2015 年 9 月 14 日に初めて重力波の直接検出に成功した
(GW150914, Abbott et al. 2016)。この重力波はブラックホール連星の合体により放出されたもの
であったが、その後、中性子星連星の合体 (GW170817, Abbott et al. 2017)や中性子星とブラック
ホールの連星合体 (GW200105, GW200115, Abbott et al. 2021a)の事例も検出され、現在までに
90以上の重力波が観測されている (図 1.1, The LIGO Scientific Collaboration et al. 2021a, The

LIGO Scientific Collaboration et al. 2021b)。その中でも、近年注目を集めているのが、合体した
2つの天体の質量差が非常に大きいものである。LIGO-VIRGOによる初期の観測 (Observation 1,

Observation 2)では、同程度の質量をもつ 2天体の合体が多く観測されていた (The LIGO Scientific

Collaboration et al. 2021a)。しかし、最近の観測 (Observation 3)で、質量差の大きい 2天体の合
体からの重力波が複数観測された。例えば、GW190412 (Abbott et al. 2020a)は合体した 2つの
ブラックホールの質量比が 0.28程度、GW190814 (Abbott et al. 2020b)は質量比が 0.11程度で
あった。質量差が大きい連星合体が注目される理由は、それらの連星の形成機構が未解明だから
である。
合体した連星の形成機構として広く考えられているシナリオでは、孤立した連星の進化によっ

てブラックホール連星ができると考えられる。2つの恒星から成る連星が恒星進化の後に超新星爆
発を経験してブラックホールとなり、ブラックホール連星ができる。こうして形成されたブラッ
クホール連星の質量比は 0.5から 1.0の間の値をとることが多く、質量の差が大きいブラックホー
ル連星は形成されにくいと考えられている (Giacobbo and Mapelli 2018)。そのため、GW190412

やGW190814のような質量差の大きいブラックホール連星合体を自然に生み出すことができるか
は不明である。他の連星の形成機構として広く考えられているものは、星の個数密度が高い星団
(Dense star clusters)の中で、力学的相互作用によってブラックホール連星が形成され、合体する
というものである。このシナリオにおいても、質量差の大きいブラックホール連星合体は起こり
にくいことが示されている (e.g.Samsing and Hotokezaka 2021)。では、質量差の大きいブラック
ホール連星はどのように形成されるのだろうか。最近になって、Kozai-Lidov機構によって質量差
の大きいブラックホール連星合体が引き起こされるという考えが注目されている。

Kozai-Lidov機構とは、階層的 3体系に特徴的な機構である。階層的 3体系とは、連星 (Inner

binary)が少し遠方の 3体目 (m3)に束縛されているような系のことである。1体目 (m1)と 2体目
(m2)が小さな長軸半径をもつ連星 (Inner binary)を、3体目と Inner binaryが大きな長軸半径をも

1



2 イントロダクション

図 1.1: これまでに LIGO-VIRGO Collaborationで観測された重力波信号の質量比分布。重い方
の天体を分母 (m1)にとるため、質量比 qは 0 ≤ q ≤ 1である。縦軸は合体数、横軸は質量比 qで
ある。なお、エラーバーは考慮していない。(The LIGO Scientific Collaboration et al. 2021aと
The LIGO Scientific Collaboration et al. 2021bを参考に作成)
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つ連星 (Outer binary)をなすという階層構造となっている (図 1.2)。Inner binaryとOuter binary

の軌道平面のなす角度を軌道傾斜角 (相互 Inclination)とよぶ。このような系の進化の時間スケー
ルは Inner binaryとOuter binaryの軌道周期よりも十分に長く、系の進化を 2つの軌道周期で平
均化するという近似 (Secular近似)をすることが多い。Inner binaryの軌道平面が Outer binary

の軌道平面に対して十分傾いている場合、この近似のもとでは、Inner binaryとOuter binaryはエ
ネルギーのやり取りをせず、角運動量のみをやり取りする。このやり取りによって、Inner binary

の軌道離心率と相互 Inclinationが対応して振動的に変化する。これを Kozai-Lidov (KL)機構と
よぶ。また、KL機構によって引き起こされた Inner binaryの軌道離心率と相互 Inclinationの振
動をKL振動と呼ぶ。

図 1.2: 階層的 3体系: 1体目 (m1)と 2体目 (m2)が相対的に小さな長軸半径をもつ連星をなし (青
の楕円, Inner binary)、3体目 (m3)と Inner bianryが大きい長軸半径をもつ連星 (赤の楕円, Outer
binary)をなす。Inner binaryとOuter binaryの軌道平面のなす角度を相互 Inclinationとよぶ。

　 　

KL機構により説明できる物理現象が 2つある。1つ目は、単独では長軸半径が大きくHubble

時間以内に合体できない Inner binaryが、3体目との相互作用によって合体することである。こ
れは、KL機構によって Inner binaryの離心率が振動的に変化し、極めて大きな値を取ることで 2

つの天体の距離が十分近くなり、重力波放出による合体に至るためである。2つ目は、質量差が大
きい 2天体の連星の合体の割合はKL機構により多くなることが示唆されている点である (e.g. Su

et al. 2021, Martinez et al. 2022)。これは、質量差が大きい Inner binaryをもつ階層的 3体系で
は、KL機構により離心率の増幅が非常に大きくなるため、合体が誘発されやすいためである。で
は、このようなKL機構をおこす階層的 3体系は宇宙のどこに、またどれくらいあるのだろうか。
階層的 3体系は、様々なスケールで宇宙に数多く存在していると考えられている。例えば、銀

河中心に存在するとされている超巨大ブラックホールとその周囲にある連星 (e.g. Valtonen 1996,

Khan et al. 2012)や、恒星とそれに束縛された周囲の惑星や小惑星や矮星の連星 (e.g. Polishook

and Brosch 2006, Nesvorný et al. 2011, Margot et al. 2015)、星団中心に存在する重い天体 (中
間質量ブラックホールなど)とそれに束縛された連星やブラックホール連星 (e.g. Fragione and

Bromberg 2019)などである。本研究では、球状星団中にある中間質量ブラックホールとそれに束
縛された恒星質量ブラックホール連星の階層的 3体系に着目する。
球状星団とは、銀河形成の初期に生まれた数十万から数百万の恒星が球状に分布する古い星団

であり、年齢はおよそ 100億年以上と言われている。球状星団中の天体の総質量はおおよそ数十
万から数百万太陽質量であり、中心にいくほど天体は密集しており、中心付近には多くの恒星質
量ブラックホールや恒星質量ブラックホール連星が集まっているとされている。また、数十パー
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セント以上の割合の球状星団の中心には中間質量ブラックホールが存在することを考えられてお
り (e.g. Miller and Hamilton 2002, Giersz et al. 2015)、球状星団には中間質量ブラックホールと
恒星質量ブラックホール連星の階層的 3体系が多数存在すると考えられている (e.g. Fragione and

Bromberg 2019)。天の川銀河の中の球状星団は現在までに 150個以上観測されており、非常に数
の多い天体だと考えられている。そのため、本研究では球状星団中の中間質量ブラックホールと
恒星質量ブラックホール連星の階層的 3体系が、観測された重力波源と考え、このような系に着
目する。

KL機構の影響を受けた階層的 3体系の力学進化については、これまでシミュレーション (e.g.

Fragione and Bromberg 2019)や半解析的、解析的な手法が用いられてきた (e.g. Naoz et al. 2013a,

Su et al. 2021)。シミュレーションには直接N 体計算コードと摂動計算コードが用いられてきた。
直接N 体計算コードとは、3つの天体の力学的進化を追う数値シミュレーションであり、Secular

近似などの近似を取り入れていないため短周期の摂動を捉えることができる。その一方、非常に計
算時間が長い点や累積誤差の影響によって、長時間の進化を追うことは難しいとされている。摂動
計算コードとは、Secular近似のもとで階層的 3体系の力学進化を計算するシミュレーションコー
ドであり、近似を取り入れているため直接N 体計算コードよりも数百倍以上計算時間が短い。一
方で、近似を取り入れているために短い時間スケールの摂動は捉えることができず、短い時間ス
ケールの摂動が大きく影響するような系では、系の進化を見誤ってしまう。

KL機構によって誘発される合体には 2種類ある。1つ目はOne Shot合体とよばれ、KL振動
の 1周期の間に唐突に重力波を放出して合体するものである。2つ目は、Smooth合体とよばれ、
KL振動によって Inner binaryの離心率が大きな値を取る度に少しずつ重力波を放出し、時には
108年近い時間をかけてゆっくり合体するものである (Su et al. 2021)。直接N 体計算コードは計
算時間が非常に長く、長時間の進化を追うことは技術的に不可能とされているため、長時間かけ
て引き起こされる Smooth合体を考慮した KL機構によるブラックホール連星合体についての研
究は、これまで摂動計算コードのみを用いて行われてきた。摂動計算コードによる結果を適切に
解釈するには、1.0 × 107年以上の長時間進化を 2つのコード両方で追い、結果を統計的に比較す
ることが非常に重要であるが、このような研究は現在まで進んでいない。
本研究では、初めて、直接N 体計算コードと摂動計算コードの両方で多数の全く同じ系に対

して 3.0 × 107年までの長時間の進化を追い、結果を統計的に比較し、2つのコードでの結果の違
いを定量的に明らかにする。本研究で用いる直接N 体計算コード (TSUNAMI, Trani 2020)は計
算のタイムステップを離心率の関数として変化させるなどの様々な手法により、従来の直接N 体
計算コードよりも速く精度高く系の進化を追うことができ、比較的長期の時間進化を追うことが
できるように改良されている。そのため、本研究では 3.0× 107年までという長期の進化を直接N

体計算コードと摂動計算コードの両方でシミュレーションすることが可能である。なお、2つの
コードはともに、孤立した階層的 3体系のシミュレーションを行う。
また、本研究では上記の比較に基づいて、階層的 3体系の初期条件において摂動計算コードの

結果が妥当な領域を特定する。さらにこの結果を用いて、長時間合体を考慮したより正確な、KL

機構による合体の質量比分布を予測し、加えて 3体目の質量や質量比の初期分布が与える影響を
明らかにする。最後に、上記の結果をもとに、長時間合体を考慮したKL機構による合体の質量比
qに対する実際の合体率を予測し、LIGO-VIRGOの観測による結果と比較することで、KL機構
によって誘発された合体の寄与について議論する。



5

本論文は以下のように構成される。まず、第 2章では、天体力学において重要な概念を 2体問
題の場合について述べる。次に、第 3章では、階層的 3体系の定義と階層的 3体系における力学
について述べ、KL機構とKL機構に関連する様々な効果や時間スケールについて述べる。また、
第 4章では、中心に中間質量ブラックホールをもつ球状星団における様々な時間スケールについ
て述べる。続いて、第 5章で本研究に重要となる先行研究と、本研究の手法、結果とその解釈お
よび結論について述べる。最後に、第 6章で本論文全体のまとめを述べる。



Chapter 2

2体問題

階層的 3体系における力学について述べる前に、まず 2体問題の力学について述べる。まず、
2.1節で Newton力学における 2体問題を再導入し、2.2節で 2体の運動を決定する積分定数につ
いて述べる。続いて 2.3節、2.4節、2.6節でKepler法則について述べ、2.5節で 2体運動の軌道を
記述する直感的にわかりやすいパラメータ (軌道要素)を導入する。その後、2.7節でHamilton力
学の復習をし、2.8節で 2体問題をHamilton力学によって記述する。最後に、2.9節で天体力学で
多く用いられる正準変数 Delaunay’s elemrntsについて述べる。

2.1 Newton力学による2体問題
2つの物体が重力相互作用のみで運動をする系を考える (Valtonen and Karttunen 2006)。天

体 1の質量、位置ベクトルをそれぞれm1, r1、天体 2の質量、位置ベクトルをそれぞれm2, r2

とし、天体 2の天体 1に対する相対位置ベクトルを r = r2 − r1とすると、Newtonの運動方程式
より、

r̈1 = G
m2r

r3

r̈2 = −G
m1r

r3

(2.1)

が成り立つ。ここで、r = |r|とし、万有引力定数をGとおいた。式 (2.1)の下式から上式を辺々
引くと、相対位置ベクトルを用いて、

r̈ = −GM
r

r3
(2.2)

が成り立つ。ここで、M = m1 + m2とおいた。次に、2つの天体の重心の位置ベクトルをRと
すると、重心の位置ベクトルRは

MR = m1r1 + m2r2 (2.3)

をみたす。重心に対する天体 1、天体 2の相対位置ベクトルをそれぞれR1, R2とすると、m1R1 +

m2R2 = 0より、

R2 = −m1

m2
R1 (2.4)

6
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が成り立つ。したがって、天体 2の天体 1に対する相対位置ベクトル rは、
r = R2 −R1

= −m1 + m2

m2
R1

= −M

m2
R1

(2.5)

であるから、これを用いてR1, R2を rで表すと、

R1 = −m2

M
r

R2 =
m1

M
r

(2.6)

となる。

2.2 積分定数
2体問題を解くには、12個の積分定数が必要である (Valtonen and Karttunen 2006)。12個の

うち 6個は重心の運動を表す。残り 6つは軌道を定めるのに必要であるが、特にそのうちの 3つ
は重心系における角運動量、1つは重心系のエネルギーを決めるのに必要である。以下では軌道を
定める 6つの定数を求めていく。
まず、角運動量に関する 3つの積分定数を求める。角運動量の代わりによく用いられる、単位

質量あたりの角運動量 k = r × ṙを考える。kの時間の一階微分をとると、

k̇ = ṙ × ṙ + r × r̈ = 0 (2.7)

となり、kは定数ベクトルであることがわかる。すなわちこれによって 3つの積分定数が得られ
た。定義より、このベクトルは常に位置ベクトルと速度ベクトルに垂直である。つまり、天体の
運動はこのベクトルに垂直な平面に制限されている。
次に、ベクトル k× ṙについて考える。このベクトルの時間の一階微分を考えると、kは定数

ベクトルであるから、式 (2.2)を用いて、
d

dt
(k× ṙ) = k× r̈

= − (r × ṙ) × µ
r

r3

= − µ

r3
(r × ṙ) × r

= − µ

r3
((r · r) ṙ − (r · ṙ) r)

= −µ

(
ṙ

r
− ṙr

r2

)
=

d

dt

(
−µ

r

r

)

(2.8)

となる。ここで、µ = GM = G (m1 + m2)とおいた。よって、
d

dt

(
k× ṙ + µ

r

r

)
= 0 (2.9)
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が成り立つ。ここで、

k× ṙ + µ
r

r
= −µe (2.10)

によってベクトル eを定義すると、このベクトルは時間に依らない定数ベクトルである。このベ
クトル eを離心率ベクトルとよぶ。また、このベクトルの大きさ e (= |e|)は軌道離心率である
(Appendix.Aを参照)。これによって 3つの積分定数が得られた。
これまでに定数ベクトルが 2つ得られたが、これらのベクトル k, eは独立ではない。これら

2つのベクトルの内積をとると、

k · e = − 1

µ

(
k · (k× ṙ) + µ

(k · r)
r

)
= − 1

µ

(
(k× k) · ṙ + µ

(k · r)
r

)
= −(k · r)

r
= 0

(2.11)

となり、定数ベクトル eに対して、定数ベクトル kに垂直な平面に存在するという 1つの拘束条
件が課せられる。したがって、これまでに得られた独立な積分定数は 5つである。
次に、単位質量あたりの運動エネルギーの時間の一階微分をとると、式 (2.2)より、

d

dt

(
1

2
ṙ · ṙ

)
= ṙ · r̈

= −µ
ṙ · r
r3

= −µ
ṙ

r2

=
d

dt

(µ
r

)
(2.12)

となる。よって、
d

dt

(
1

2
ṙ · ṙ − µ

r

)
= 0 (2.13)

が成り立つ。ここで、
1

2
|ṙ|2 − µ

r
= h (2.14)

によって hを定義すると、hは定数であり、単位質量あたりの運動エネルギーと位置エネルギーの
和になっていることが分かる。この定数 hはエネルギー積分とよばれる。これは、定数ベクトル
k、eの大きさ k、eを用いて、

h =
G2M2

2k2
(
e2 − 1

)
(2.15)

と書くこともできる。よって、これは 2つの定数ベクトル k, eと独立な物理量ではない。
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これまで得られた積分定数は軌道の傾きや形を記述するものであり、ある時刻に天体 2が天体
1に対してどこにいるかに関する積分定数が不足している。式 (2.14)を |ṙ|について解くと、

|dr
dt

| =

√
2
(
h +

µ

r

)
(2.16)

となる。これより、天体 2が天体 1に対して時刻 τ に位置 r0にあったとすると、∫ r

r0

|dr|√
2
(
h + µ

r

) =

∫ t

τ
dt

= t− τ

(2.17)

が得られる。この τ は定数ベクトル e、kと独立な定数である。こうして 6個目の積分定数が得ら
れた。τ はしばしば近点通過時刻に取られ、その場合には近点時間とよばれる。

2.3 Keplerの第1法則
離心率ベクトル eと相対位置ベクトル rの内積をとると、式 (2.10)とベクトル kの定義より、

r · e = − 1

µ
[r · (k× ṙ) + µ

r2

r
]

= − 1

µ
(k · (ṙ × r) + µr)

=
k2

µ
− r

(2.18)

となる。これと r · e = re cosϕを用いると、天体 1と天体 2の相対距離 rは、

r =
k2/µ

1 + e cosϕ
(2.19)

と求められる。これは、極座標における軌道方程式である。ここで、ϕはベクトル rとベクトル e

のなす角度であり、真近点角 (True anomaly)とよばれる。
以上により、天体 2は天体 1を 1つの焦点とする楕円軌道を描くことが確かめられた。これは、
Keplerの第 1法則 (楕円軌道の法則)である (Valtonen and Karttunen 2006)。

2.4 Keplerの第2法則
極座標 (r, ϕ, z)を用いて考える。r方向の単位ベクトルを êr、それに垂直な軌道平面上の単位

ベクトルを êϕ、軌道平面に垂直な単位ベクトルを êz とする。このとき、速度ベクトル ṙは、

ṙ = ṙêr + rϕ̇êϕ (2.20)

と表せる。また、単位質量当たりの角運動量ベクトル kは、

k = rêr ×
(
ṙêr + rϕ̇êϕ

)
= r2ϕ̇êz

(2.21)
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と表せる。
時間 dtの間に天体 2が掃いた面積を dAとすると、この面積は、時間 dtの間の 2天体間の距

離の変化 drと真近点角の変化 dϕを用いて、

dA =

∫ r

0
r drdϕ

=
1

2
r2dϕ

(2.22)

である。よって、面積速度 Ȧは、式 (2.21)より、

Ȧ =
1

2
r2ϕ̇

=
1

2
k

(2.23)

となる。kは定数なので、面積速度 Ȧも定数である。これは、Keplerの第 2法則 (面積速度一定の
法則)である。

2.5 軌道要素
2.2節で、軌道を記述する 6つの積分定数を求めた。これらの 6つの積分定数は軌道を完全に

決定するが、ここでは、これらをより扱いやすい 6つの軌道を決定する定数に変換する (Valtonen

and Karttunen 2006)。
まず、天体 1を原点に取り、直交座標 (x, y, z)をとる (図 2.1)。このとき、軌道平面と xy平面

(x > 0)の交差線を Line of nodesとよび、天体 1と近点を結ぶ直線を Line of apsesとよぶ。ここ
で、Line of nodesは天体 1を通る。
軌道平面に垂直な定数ベクトル kには、3つの積分定数が含まれる。これらはベクトルの大き

さ kと、ベクトルの向き、すなわち軌道の傾きを決定する 2つの積分定数と考えることができる。
軌道の傾きは、ある 2つの角度によって完全に決定することができる。1つ目の角度はベクトル k

と z軸のなす角度 iであり、これは Inclinationとよばれる (図 2.1の角度 i)。2つ目の角度は、x

軸 (x > 0)と Line of nodesのなす角度 Ωであり、これは Longitude of the ascending nodeとよ
ばれる (図 2.1の角度 Ω)。3つ目の角度は、Line of apsesと Line of nodesのなす角度 ωであり、
これはArgument of perihelionとよばれる (図 2.1の角度 ω)。
ここで、式 (2.19)より、k2/µは ϕ = π/2の時の天体 2と天体 1の相対距離に等しいから、軌

道長軸半径を aとすると、
k2

µ
= a

(
1 − e2

)
(2.24)

が成り立つ。ただし、天体 2が天体 1に束縛されている場合 (0 ≦ e < 1)のみを考えた。e, k, µ

は定数であるから、aも定数である。したがって、積分定数 kの代わりに軌道長軸半径 aを使うこ
とができるので、幾何的にわかりやすい軌道長軸半径 aを新しい積分定数として採用する。以上
から、軌道の位置や大きさ、形を決定する新しい 5つの積分定数 (i,Ω, ω, e, a)が得られた。最後
に、天体 2の位置を決定する積分定数として、2.2節で定義した近点時間 τ を採用する。
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図 2.1: 軌道の向きを決定する 3つの角度: 天体 1を原点にとり、直交座標 (x, y, z)をとる。この
とき、軌道平面と xy平面 (x > 0)の交差線を Line of nodesとよび、天体 1と近点を結ぶ直線を
Line of apsesとよぶ。また、軌道平面に垂直なベクトル kと z軸のなす角度 iを Inclinationとい
い、x軸 (x > 0)とLine of nodesのなす角度ΩをLongitude of the ascending node、Line of apses
と Line of nodesのなす角度 ωをArgument of perihelionという。
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2.6 Keplerの第3法則
面積速度 (式 (2.23))より、時間 dtの間に天体 2が掃いた面積を dAとすると、

dA =
1

2
kdt (2.25)

である。これを両辺積分すると、 ∫
orbital ellipse

dA =

∫ P

0

1

2
kdt (2.26)

となる。ここで、軌道周期を P とした。したがって、楕円の面積 πa2
√

1 − e2を用いて、

πa2
√

1 − e2 =
1

2
kP (2.27)

が成り立つ。式 (2.24)より、k =
√

aµ (1 − e2)であるから、これを代入して整理すると、

P =
2π
√
µ
a3/2 (2.28)

が得られる。これは、Keplerの第 3法則 (調和の法則)である。

2.7 Hamilton力学
2.7.1 Lagrange力学
系の運動エネルギーを T、ポテンシャルエネルギーを V としたとき、Lagrangian Lを、

L = T − V (2.29)

で定義する。このとき、Euler-Lagrange方程式
∂L
∂qi

− d

dt

∂L
∂q̇i

= 0 (i = 1, 2, . . . , N) (2.30)

が運動方程式を与える。ここで、qi (i = 1, 2, . . . , N)は一般化座標である。
また、一般化座標 qiに共役な一般化運動量 piを、

pi =
∂L
∂q̇i

(2.31)

で定義する。

2.7.2 Hamilton力学
Hamiltonian Hを、

H = H (q,p, t) =
N∑
i=1

piq̇i − L (q, q̇, t) (2.32)



2.7 Hamilton力学 13

と定義する。このとき、Hamiltonの正準運動方程式

q̇i =
∂H (q,p, t)

∂pi
, ṗi = −∂H (q,p, t)

∂qi
(i = 1, 2, . . . , N) (2.33)

は Euler-Lagrange方程式 (式 (2.30))と等価である。ここで、

∂H (q,p, t)

∂t
= −∂L (q,p, t)

∂t
(2.34)

が成り立つ。

2.7.3 正準変換
正準変換とは、正準変数 (q,p)からその関数として与えられる別の変数 (Q (q,p, t) ,P (q,p, t))

への変換のうち、特に変換後の変数が Hamiltonの正準運動方程式 (式 (2.33))をみたすような変
換のことをいう (畑 et al. 2014)。
変換後のHamiltonianをKとしたとき、(q,p)に対するHamiltonの正準運動方程式 (式 (2.33))

から、(Q (q,p, t) ,P (q,p, t))に対するHamiltonの正準運動方程式

Q̇i =
∂K (Q,P , t)

∂Pi
, Ṗi = −∂K (Q,P , t)

∂Qi
(i = 1, 2, . . . , N) (2.35)

が導かれるためには、

pi =
∂Φ (q,P , t)

∂qi
, Qi =

∂Φ (q,P , t)

∂Pi
, (i = 1, 2, . . . , N)

K (Q,P , t) = H (q,p, t) +
∂Φ (q,P , t)

∂t

(2.36)

をみたす母関数 Φ (q,P , t)が存在すればよい。すなわち、母関数 Φ (q,P , t)を 1つ与えると、式
(2.36)によって正準変換が 1つ定められる。

2.7.4 Hamilton-Jacobi理論
Hamilton-Jacobi理論とは、変換後のHamiltonian Kが 0となるような正準変換を考えること

により、扱いやすい運動方程式の解を得る方法である (畑 et al. 2014)。
K = 0の時、Hamiltonの正準運動方程式 (式 (2.35))より、

Q̇i = 0, Ṗi = 0 (i = 1, 2, . . . , N) (2.37)

となるから、この解は、

Qi (t) = βi, Pi (t) = αi (i = 1, 2, . . . , N) (2.38)

と求められる。ここで、αiと βiは定数であり、初期条件によって定められる。変換前の運動方程
式の解は、(q,p)を (Q,P )で表すことによって求められる。
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この正準変換の母関数 Φ (q,P , t) = Φ (q,α, t)は、式 (2.36)より、

pi =
∂Φ (q,α, t)

∂qi
, βi =

∂Φ (q,α, t)

∂αi
, (i = 1, 2, . . . , N)

H (q,p, t) +
∂Φ (q,α, t)

∂t
= 0

(2.39)

をみたす。ここで、Hamiltonの主関数 S (q,P , t)を S (q,P , t) = Φ (q,P , t)によって定義すると、
式 (2.39)より、これは、

H
(
q1, q2, . . . , qN ,

∂S

∂q1
,
∂S

∂q2
, . . . ,

∂S

∂qN
, t

)
+

∂S

∂t
= 0 (2.40)

をみたす。これをHamilton-Jacobi方程式とよぶ。ここで、

βi =
∂S

∂αi
, (i = 1, 2, . . . , N) (2.41)

である。

2.8 Hamilton力学による2体問題

図 2.2: 球面座標 (r, θ, ϕ)と直交座標 (x, y, z)の関係図
　 　

図 2.2のような球面座標 (r, θ, ϕ)を用いる。この力学系の運動エネルギー T は、

T =
1

2
m2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 cos2 θ ϕ̇2

)
(2.42)
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であり、ポテンシャルエネルギー V は、
V = −µ

m2

r
(2.43)

である。よって、この系の Lagrangianは、
L = T − V

=
1

2
m2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 cos2 θ ϕ̇2

)
+ µ

m2

r

(2.44)

である。これより、一般化座標 (r, θ, ϕ)に共役な一般化運動量 (pr, pθ, pϕ)を求めると、

pr =
∂L
∂ṙ

= m2ṙ

pθ =
∂L
∂θ̇

= m2r
2θ̇

pϕ =
∂L
∂ϕ̇

= m2r
2 cos2 θ ϕ̇

(2.45)

となる。また、この系のHamiltonianHは、

H =

N∑
i=1

piq̇i − L (q, q̇, t)

=
(
prṙ + pθθ̇ + pϕϕ̇

)
− 1

2
m2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 cos2 θ ϕ̇2

)
− µ

m2

r

=
1

m2

(
p2r +

p2θ
r2

+
p2ϕ

r2 cos2 θ

)
− 1

2m2

(
p2r +

p2θ
r2

+
p2ϕ

r2 cos2 θ

)
− µ

m2

r

=
1

2m2

(
p2r +

p2θ
r2

+
p2ϕ

r2 cos2 θ

)
− µ

m2

r

(2.46)

であり、これは系の運動エネルギー T とポテンシャルエネルギー V の和である。
変換後のHamiltonianが 0になるような正準変換を考える。このとき、主関数Sは、Hamilton-

Jacobi方程式 (式 (2.40))

1

2m2

((
∂S

∂r

)2

+
1

r2

(
∂S

∂θ

)2

+
1

r2 cos2 θ

(
∂S

∂ϕ

)2
)

− µ
m2

r
+

∂S

∂t
= 0 (2.47)

をみたす。この方程式の解を変数分離型で

S = St (t) + Sr (r) + Sθ (θ) + Sϕ (ϕ) (2.48)

とすると、式 (2.47)より、
dSt

dt
= −α1

dSϕ

dϕ
= α2(

dSθ

dθ

)2

+
α2
2

cos2 θ
= α3(

dSr

dr

)2

+
α2
3

r2
= 2m2

(
α1 +

µm2

r

)
(2.49)
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が成り立つ。ここで、定数 α1, α2, α3をそれぞれ正準変換後の一般化運動量だとすると、

P1 = α1

P2 = α2

P3 = α3

Q1 =
∂S

∂P1
=

∂S

∂α1

Q2 =
∂S

∂P2
=

∂S

∂α2

Q3 =
∂S

∂P3
=

∂S

∂α3

(2.50)

である。
一般化運動量 P1, P2, P3を求める。まず、式 (2.47)∼式 (2.50)より、

H +
∂S

∂t
= H− α1

= m2h− P1

= 0

(2.51)

であるから、P1 = m2hである。ここで、hは単位質量当たりの系の運動エネルギー T とポテン
シャルエネルギー V の和であり、したがって式 (2.15)と式 (2.24)を用いると、

P1 = m2h

= m2
G2M2

2µa (1 − e2)

(
e2 − 1

)
= −m2

µ

2a

(2.52)

である。すなわち P1はこの力学系の総エネルギーに等しい。
次に、∂S

∂ϕ = pϕであるから、式 (2.45)、式 (2.48)∼式 (2.50)より、

P2 = α2

=
dSϕ

dϕ

=
∂S

∂ϕ

= pϕ

= m2r
2 cos2 θ ϕ̇

(2.53)

である。したがって、P2は系の角運動量の z成分であるから、式 (2.24)と Inclination(図 2.1)を
用いて、

P2 = m2

√
µa (1 − e2) cos i (2.54)
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とかける。
最後に、∂S

∂θ = pθであるから、式 (2.45)、式 (2.48)∼式 (2.50)より、

P3 = α3

=

(
dSθ

dθ

)2

+
α2
2

cos2 θ

=

(
∂Sθ

∂θ

)2

+
α2
2

cos2 θ

= p2θ +
p2ϕ

cos2 θ

= m2r
2
√
θ̇2 + cos2 θϕ̇2

(2.55)

となる。これは系の全角運動量であるから、

P3 = m2

√
µa (1 − e2) (2.56)

とかける。以上より、一般化運動量 P1, P2, P3が

P1 = m2h = −m2
µ

2a

P2 = m2

√
µa (1 − e2) cos i

P3 = m2

√
µa (1 − e2)

(2.57)

と求められた。
次に、一般化座標Q1, Q2, Q3を求める。

式 (2.48)と式 (2.49)より、主関数 Sは、

S = − tα1 + ϕα2 +

∫
dθ

√
α2
3 −

α2
2

cos2 θ
+

∫
dr

√
2m2

(
α1 +

µm2

r

)
− α2

3

r2
(2.58)

と求められる。したがって、式 (2.50)より、

Q1 =
∂S

∂α1
= −t +

∫
m dr√

2m (α1 + µm/r) − α2
3/r

2
= −t + I1

Q2 =
∂S

∂α2
= ϕ− α2

∫
dθ

cos2 θ
√

α2
3 − α2

2/ cos2 θ
= ϕ− α2I3

Q3 =
∂S

∂α3
= α3

∫
dθ√

α2
3 − α2

2/ cos2 θ
− α3

m2

∫
m2dr

r2
√

2m2 (α1 + µm2/r) − α2
3/r

2

= α3 (I4 − I2/m2)

(2.59)
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となる。ここで、煩雑な計算により、

I1 =

∫
m dr√

2m (α1 + µm/r) − α2
3/r

2
= t− τ

I2 =

∫
m2dr

r2
√

2m2 (α1 + µm2/r) − α2
3/r

2
=

f√
aµ (1 − e2)

α2I3 = α2

∫
dθ

cos2 θ
√
α2
3 − α2

2/ cos2 θ
= ϕ− Ω

α3I4 = α3

∫
dθ√

α2
3 − α2

2/ cos2 θ
= ω + f

(2.60)

が導かれる。f は真近点角 (True anomaly)である。したがって、式 (2.59)と式 (2.57)より、一般
化座標Q1, Q2, Q3が

Q1 = −t + t− τ = −τ

Q2 = ϕ− (ϕ− Ω) = Ω

Q3 = ω + f − α3

m2

f√
aµ (1 − e2)

= ω

(2.61)

と求められた。
以上により、正準変数 (Q1, Q2, Q3, P1, P2, P3)が

Q1 = −τ

Q2 = Ω

Q3 = ω

P1 = m2h = −m2
µ

2a

P2 = m2

√
µa (1 − e2) cos i

P3 = m2

√
µa (1 − e2)

(2.62)

と求められ、2体問題の Hamilton-Jacobi方程式を完全に解くことができた。ここで得られた解
(Q1, Q2, Q3, P1, P2, P3)は全て定数である (Valtonen and Karttunen 2006)。

2.9 Delaunay’s elements

天体力学でよく用いられるDelaunay’s elementsを導入する。Delaunay’s elementsでは、3つの
一般化座標は全て角度である。これは軌道の全角運動量や軌道を決定する特徴的な角度 (Argument

of perihelion ω, Longitude of the ascending node Ω)を要素にもつため、天体の束縛運動を記述
するのに適している。
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最も単純な 2体問題の解は、前節 (式 (2.62)より、
q1 = −τ

q2 = Ω

q3 = ω

p1 = − µ

2a

p2 =
√
aµ (1 − e2) cos i

p3 =
√
aµ (1 − e2)

(2.63)

と求められた。ここで、簡単のために式 (2.57)で求められた一般化運動量を質量m2(定数)で割っ
た。変数 q2, q3 は角度であるが、q1 は角度ではない。よって、q1 を平均近点角 (Mean anomaly)

M = 2π
P (t− τ) = n (t− τ)という角度を表すものに取り直す。ここで、P は軌道周期であり、

n = 2π
P とおいた。このときの正準変数を

l = M = n (t− τ)

g = ω

h = Ω

L

G =
√
aµ (1 − e2)

H =
√
aµ (1 − e2) cos i

(2.64)

とおく。
一般化座標 lに共役な一般化運動量 Lと変換後のHamiltonian Kを求めていく。

ある母関数 F を、

F =

(
nL− 3µ

2a

)
(t + q1) + q2H + q3G (2.65)

とおくと、p1 = ∂F
∂q1

= nL− 3µ
2a より、

L =
1

n

(
− µ

2a
+

3µ

2a

)
=

µ

an
=

√
aµ

(2.66)

となる。ここで、n = 2π/P = a3/2/
√
µを用いた。このとき、変換後のHamiltonian Kは、

K =
∂F

∂t

= −3µ

2a
+

µ

a

= − µ

2a

= − µ2

2L2

(2.67)
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となる。以上より、一般化座標 lに共役な一般化運動量Lと変換後のHamiltonian Kが求められ、
l = M

g = ω

h = Ω

L =
√
aµ

G =
√

aµ (1 − e2)

H =
√

aµ (1 − e2) cos i

K = − µ2

2L2

(2.68)

となることがわかった。これらはHamiltonの正準運動方程式をみたし、Delaunay’s elementsと
よばれる (Valtonen and Karttunen 2006)。



Chapter 3

Kozai-Lidov 機構

本研究のテーマであるKozai-Lidov機構について述べる。まず、3.1節で階層的三体系の力学や
Secular近似について述べ、3.2節でKozai-Lidov機構について述べる。3.3節では、Kozai-Lidov

機構による離心率や相互 Inclinationの振動の周期などのKozai-Lidov機構に関する時間スケール
を述べ、3.4節でKozai-Lidov機構に特徴的な Flipという現象が起きる条件について述べる。さら
に、3.5節で Secular近似における階層的 3体系の力学について、近似の妥当性を議論する。最後
に、3.6節でKozai-Lidov機構による離心率や相互 Inclinationの振動に影響を与える効果、特に一
般相対論による効果について述べる。

3.1 階層的3体系
前章で、2体問題は解析的に解け、軌道要素をあらわに求めることができることを示した。し

かし天体が 1つ増え、3体問題となった場合には解析的に解くことは一般にできない。しかし、新
たな拘束条件が付け加わった場合にはその限りではない。ここでは、3体が階層構造をもつという
拘束条件を課すことにする。

3.1.1 階層的 3体系と Secular近似
階層的 3体系とは連星が少し遠方にある 3体目の天体に束縛されているような系のことをいう

(図 3.1)。すなわち、1体目と 2体目が連星をなし、その連星が 3体目と大きな連星をなすという階層
構造をもつ系である。1体目と 2体目がなす小さな連星のことを Inner binaryといい、Inner binary

と 3体目のなす大きな連星のことをOuter binaryという。ここで、階層的 3体系は Inner binary

の長軸半径とOuter binaryの長軸半径の比が 1よりも十分小さいという条件 (α = ain/aout ≪ 1)

をみたすとする。以下では、下添字 inは Inner binaryのことを、下添字 outはOuter binaryのこ
とを表す。
階層的 3体系の力学進化を考える際には、階層的 3体系の力学進化は Inner binaryや Outer

binary の軌道周期よりも十分長い時間スケールで起こると考え、系の時間発展を Inner binary

とOuter binaryの軌道周期で平均化するという近似をしばしばとる。これを Secular近似という
(e.g.Marchal 1990)。この近似のもとでは、Inner binaryとOuter binaryは角運動量をやり取りす
るが、エネルギーのやり取りは行われない。すなわち、各軌道の形や傾きは変化するが、長軸半
径は変化しない (Appendix.Aを参照)。また、この近似のもとでは、Inner binaryとOuter binary

21
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の軌道周期よりも短い時間スケールで起こる力学現象は捉えることができない (3.5節を参照)。し
かし、十分安定な階層的 3体系の力学進化を考える際にはこの近似は非常に有効である。

3.1.2 Jacobi座標
階層的 3体系を解析するためには、Jacobi座標 (Murray and Dermott 2000, p. 441-443)を用

いるのが便利である。Jacobi座標では、1体目に対する 2体目の相対座標 rinと Inner binaryの重
心に対する 3体目の相対座標 routを用いて記述する (図 3.1)。このとき、この 3体系の支配的な動
きは、Inner binaryの Kepler軌道と Outer binaryの Kepler軌道の 2つに分けることができる。
したがって、この系のHamilronian Hは、2つのKepler項と、2つの軌道の相互作用項の和とし
て書くことができ、

H =
k2m1m2

2ain
+

k2m3 (m1 + m2)

2aout
+

k2

aout

∞∑
j=2

(
ain
aout

)j

Mj

(
rin
ain

)j (aout
rout

)j+1

Pj (cos Φ) (3.1)

となる。3項目の相互作用項は微少量α = ain/aoutで展開されている (e.g.Harrington 1968)。ここ
で、万有引力定数を k2とし、1体目、2体目、3体目の質量をそれぞれm1,m2,m3、Inner binary、
Outer binaryの長軸半径をそれぞれ ain, aout、相対位置ベクトル rinと routのなす角度をΦとし
た。また、Pj(x)はルジャンドル多項式であり、Mj は、

Mj = m1m2m3
mj−1

1 − (−m2)
j−1

(m1 + m2)j
(3.2)

である。ここで、Hamiltonian Hは、H > 0の時に束縛系であるようにとった。
Hamiltonian H (式 (3.1))の 1項目は Inner binaryの Kepler項、2項目は Outer binaryの

Kepler項であり、3項目は Inner binaryとOuter binaryの相互作用を記述している。

3.1.3 階層的 3体系におけるDelaunay’s elements

階層的 3体系におけるDelaunay’s elementsは、

Mean anomalies lin, lout

Arguments of periapse (図 2.1の ω) gin, gout

Longitudes of ascending nodes (図 2.1の Ω) hin, hout

という 6つの角度と、これらに共役な運動量

Lin =
m1m2

m1 + m2

√
k2(m1 + m2)ain

Lout =
m3(m1 + m2)

m1 + m2 + m3

√
k2(m1 + m2 + m3)aout

(3.3)

Gin = Lin

√
1 − e2in

Gout = Lout

√
1 − e2out

(3.4)
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図 3.1: 階層的 3体系で用いられる Jacobi座標: m1,m2,m3はそれぞれ 1体目、2体目、3体目の
質量、rinは 1体目に対する 2体目の相対位置ベクトル、rinは Inner binaryの重心に対する 3体
目の相対位置ベクトル、rinと routのなす角度をΦとした (Naoz et al. 2013aを参考に作成した)

　 　

Hin = Gin cos iin

Hout = Gout cos iout
(3.5)

である。ここで、Inner binary、Outer binaryの軌道離心率をそれぞれ ein, eoutとし、Inner binary、
Outer binaryの Inclination(図 2.1の i)をそれぞれ iin, ioutとした。また、hin − hout = π が成り
立つ。

Gin,Goutはそれぞれ Inner binary、Outer binaryの角運動量ベクトルであり、Hin,Houtは
角運動量ベクトルの z成分である。Gtot = Gin + Gout、itot = iin + ioutによってGtotと itotを
定義すると、Gtotは系の全角運動量、itotは Inner binaryとOuter binaryの相互 Incalinationを
表す (図 3.2)。ここで、z 軸が全角運動量Gtot に平行になるように座標をとった (e.g.Lidov and

Ziglin 1974)。この座標系のことを Invariable座標系とよぶ (Naoz et al. 2013a)。この系では、全
角運動量Gtotは保存するので、図 3.2と式 (3.5)より、

Gtot = Hin + Hout = constant (3.6)

が成り立つ。
後の計算のために、itot,Hin,Hout, iin, ioutをGtotで表しておくと、|Gtot|2 = |Gin + Gout| =

G2
in + G2

out + GinGout cos itotと式 (3.5)より、

cos itot =
G2

tot −G2
in −G2

out

2GinGout

(3.7)
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Hin =
G2

tot + G2
in −G2

out

2Gtot

(3.8)

Hout =
G2

tot + G2
out −G2

in

2Gtot

(3.9)

cos iin =
G2

tot + G2
in −G2

out

2GtotGin

(3.10)

cos iout =
G2

tot + G2
out −G2

in

2GtotGout

(3.11)

となる。Hamiltonの正準運動方程式 (式 (2.33))より、

dLn

dt
=

∂H
∂ln

,
dln
dt

= − ∂H
∂Ln

dGn

dt
=

∂H
∂gn

,
dgn
dt

= − ∂H
∂Gn

(n = in, out)

dHn

dt
=

∂H
∂hn

,
dhn
dt

= − ∂H
∂Hn

(3.12)

が成り立つ (Naoz 2016)。ここで、H > 0の時に束縛系であることに注意。

3.2 Kozai-Lidov機構
Kozai-Lidov機構とは、階層的 3体系において、Inner binaryとOuter binaryが角運動量をや

り取りすることによって、Inner binaryの離心率と相互 Inclinationが対応して振動的に変化する
現象のことをいう。これは、2つの独立な研究Kozai (1962)と Lidov (1962)によって初めて発見
された。ここでは階層的 3体系における力学を述べた後、Kozai-Lidov機構とその拡張 Eccentric

Kozai-Lidov機構について述べる。

3.2.1 Quadrupoleレベルの Secular近似
階層的 3体系のHamiltonian (式 3.1)の相互作用項の最低次 (O(α2))までの近似を考える。相

互作用項の最低次をQuadrupole項とよび、この近似をQuadrupoleレベルの Secular近似とよぶ。
式 3.1より、相互作用項の最低次 (O(α2))までをとったときのHamiltonian Hquadは、

Hquad =
βin

2L2
in

+
βout

2L2
out

+ 4βmut

(
L4
in

L6
out

)(
rin
ain

)2(aout
rout

)3

(3 cos 2Φ + 1) (3.13)
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図 3.2: 系の角運動量と Inclination: Gin,Goutはそれぞれ Inner binary、Outer binaryの角運動
量ベクトルであり、Gtotは系の全角運動量である。また、iin, ioutはそれぞれ Inner binary、Outer
binary の Inclination であり、itot は Inner binary と Outer binary の相互 Incalination である。
(Naoz et al. 2013aを参考に作成した)
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である。ここで、見やすさのために、

βin = k2m1m2
L2
in

ain

βout = k2 (m1 + m2)m3
L2
out

aout

βmut =
k4

16

(m1 + m2)
7m7

3

(m1m2)
3 (m1 + m2 + m3)

3

(3.14)

とおいた。式 (3.13)の Hamiltonianは cos 2Φの中に短周期の変数 (平均近点角 lin, lout)を含む。
今、長期進化に着目したいので、これらの変数を正準変換によってHamiltonianから消去すること
を考える (Secular近似)。このとき、Lin, Loutは定数となり、したがって各軌道の長軸半径 ain, aout

が保存する。

準備: 相対角度 cos ΦのDelaunay’s elementsによる表記
前述の cos Φが短周期の変数 lin, loutを含むことを確認しておこう。まず、各軌道について、軌

道が xy 平面上にあり、x軸が原点と近点を通る座標を考える。この座標上での r1, r2 をそれぞ
れ rin,orb, rout,orbとする。これらを Invariable座標系で表したものをそれぞれ rin,inv, rout,invとす
ると、

rin,inv = Rz(hin)Rx(iin)Rz(gin)rin,orb (3.15)

rout,inv = Rz(hout)Rx(iout)Rz(gout)rout,orb (3.16)

が成り立つ。ここで、Rz,Rxはぞれぞれ z軸まわり、x軸まわりの回転行列であり、

Rz(Θ2
0) =

 cos Θ2
0 − sin Θ2

0 0
sin Θ2

0 cos Θ2
0 0

0 0 1


Rx(Θ2

0) =

 1 0 0
0 cos Θ2

0 − sin Θ2
0

0 sin Θ2
0 cos Θ2

0

 (3.17)

である。したがって、cos Φは、r̂in,orb = rin,orb/rin,orb, r̂out,orb = rout,orb/rout,orbを用いて、
cos Φ = r̂Tout,orbR

−1
z (gout)R

−1
x (iout)R

−1
z (hout)Rz(hin)Rx(iin)Rz(gin)r̂in,orb

= r̂Tout,orbR
−1
z (gout)R

−1
x (iout)Rz(hin − hout))Rx(iin)Rz(gin)r̂in,orb

= r̂Tout,orbR
−1
z (gout)R

−1
x (iout)Rz(∆h)Rx(iin)Rz(gin)r̂in,orb

(3.18)

と表せる。ここで、∆h = hin − houtとおいた。今、Inner binary、Outer binaryの真近点角をそ
れぞれ fin, foutとすると、

r̂in,orb =

 cos fin
sin fin

0


r̂out,orb =

 cos fout
sin fout

0

 (3.19)
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が成り立つことと、面積速度より平均近点角と真近点角に

dli =
1√

1 − e2i

(
ri
ai

)2

dfi (i = in, out) (3.20)

という関係が成り立つことから、cos Φが短周期の変数 (平均近点角 lin, lout)を含むことを確認で
きた。

Von Zeipel変換による Secular近似
次に、Quadrupole項まで取り入れた場合のHamiltonian Hquadから、正準変換によって lin, lout

を消去する (Secular近似)。ここで用いる変換はVon Zeipel変換 (Brouwer 1959)とよばれる。
この系のHamiltonian Hquadを、

Hquad = HK
in + HK

out + H2 (3.21)

とおく。ここで、HK
in ,HK

outはそれぞれ Inner binaryとOuter binaryのKepler項を、H2は相互
作用項の最低次までとったものを表す。このとき、短周期の変数 (平均近点角 lin, lout)を含むのは
H2のみである。H2はO(α2)よりH2 ≪ Hquadであるから、ここでの正準変換は恒等変換に近い
はずである。よって、母関数 Sを

S
(
L∗
j , G

∗
j ,H

∗
j , lj , gj , hj

)
=

∑
j=in,out

[
L∗
j lj + G∗

jgj + H∗
j hj
]

+ α2S2

(
L∗
j , G

∗
j ,H

∗
j , lj , gj , hj

)
(3.22)

とする。ここで、変換後の運動量にアスタリスクをつけて区別した。S2が恒等でない部分であり、
これが短周期成分の消去を担う。このとき、元の正準変数と変換後の正準変数には、

pi =
∂S

∂qi
= p∗i + α2∂S2

∂qi
(3.23)

q∗i =
∂S

∂p∗i
= qi + α2∂S2

∂p∗i
(3.24)

という関係がある。ここで、(qi, pi) ∈ {(li, , Li), (gi, Gi), (gi, Hi)} (i = in, out)である。
また、母関数 Sは時間に依存しないので、ある同一の点 (qi, pi) ≡ (q∗i , p

∗
i )が定まれば、

Hquad (qi, pi) = H∗ (q∗i , p
∗
i ) (3.25)

が成り立つ。式 (3.23)と式 (3.24)を変換前のHamiltonianに代入して、最低次 (O(α2))まで展開
すると、

H (q∗i , p
∗
i ) + α2∂Hquad

∂pi

∂S2

∂qi
− α2∂Hquad

∂qi

∂S2

∂p∗i
= H∗ (q∗i , p

∗
i ) (3.26)

となる。よって、αについての係数比較により、

HK
in (q∗i , p

∗
i ) = H∗ K

in (q∗i , p
∗
i ) (3.27)
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HK
out (q∗i , p

∗
i ) = H∗ K

out (q∗i , p
∗
i ) (3.28)

H2 (q∗i , p
∗
i ) + α2

2∑
i=1

∂H
∂pi

∂S2

∂qi
− α2

2∑
i=1

∂H
∂qi

∂S2

∂p∗i
= H∗

2 (q∗i , p
∗
i ) (3.29)

が成り立つことがわかる。ここで、式 (3.29)の左辺の第 2,3項の和はすでに O(α2)であるから、
和の中の変換前の Hamiltonianからは 2つの Kepler項のみの寄与を考えれば良い。したがって
結局、

H2 (q∗i , p
∗
i ) + α2∂HK

in

∂Lin

∂S2

∂lin
+ α2∂HK

out

∂Lout

∂S2

∂lout
= H∗

2 (q∗i , p
∗
i ) (3.30)

となる。
ここで、式 (3.18)∼式 (3.20)より、H2は l∗in, l∗outの周期関数 (周期 2π)であるから、フーリエ

級数展開できて、

H2 (q∗i , p
∗
i ) = α2h0 + α2

∞∑
k1,k2=1

hk1k2e−ik1l∗in−ik2l∗out (3.31)

とかける。ここで、

hk1k2 =
1

4π2α2

∫ 2π

0
dl∗in dl∗outH2 (q∗i , p

∗
i ) eik1l

∗
in+ik2l∗out (3.32)

である。
見やすさのために、式 (3.30)中で ∂HK

in
∂Lin

≡ ω1 (Lin) ,
∂HK

out
∂Lout

≡ ω2 (Lout)とおく。S2が l∗in, l∗outの周
期関数だとすると、フーリエ級数展開できて、

S2 = s0 +
∞∑

k1,k2=1

sk1k2e−ik1lin−ik2lout (3.33)

とかける。これを式 (3.30)に代入すると、

α2h0 + α2
∞∑

k1,k2=1

hk1k2e−ik1l∗in−ik2l∗out + α2ω1

∞∑
k1,k2=1

−ik1sk1k2e−ik1lin−ik2lout (3.34)

+ α2ω2

∞∑
k1,k2=1

−ik2sk1k2e−ik1lin−ik2lout = H∗
2 (q∗i , p

∗
i ) (3.35)

となる。最低次では、l∗in = lin, l∗out = loutであるので、

sk1k2 = −i
hk1k2

ω1k1 + ω2k2
(3.36)

のとき、H∗
2は短周期の変数 lin, loutに独立になる。よって、すべてのk1, k2についてω1k1+ω2k2 ̸= 0

とすると、式 (3.36)をみたす S2が条件をみたす母関数を与え、このとき、

H∗
2 (q∗i , p

∗
i ) = α2h0 =

1

4π2

∫ 2π

0
dl∗in

∫ 2π

0
dl∗outH2 (q∗i , p

∗
i ) (3.37)
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となる。したがって、Quadrupoleレベルの Secular近似では、階層的 3体系の Hamiltonian (式
(3.13))は、平均近点角 lin, loutで平均化され、

H∗
2 =

C2

8

{
[1 + 3 cos(2iout)]

([
2 + 3e2in

]
[1 + 3 cos (2iin)] +30e2in cos (2gin) sin2 (iin)

)
+ 3 cos(2∆h)

[
10e2in cos (2gin) × (3 + cos (2iin)) + 4

(
2 + 3e2in

)
sin (iin)2

]
sin2 (iout)

+ 12
(
2 + 3e2in − 5e2in cos (2gin)

)
cos(∆h) sin (2iin) sin (2iout)

+ 120e2in sin (iin) sin (2iout) sin (2gin) sin(∆h)

−120e2in cos (iin) sin2 (iout) sin (2gin) sin(2∆h)
}

(3.38)

となる。ここで、

C2 =
k4

16

(m1 + m2)
7

(m1 + m2 + m3)
3

m7
3

(m1m2)
3

L4
in

L3
outG

3
out

(3.39)

とおいた。
なお、ここでみた 2つの平均近点角 lin, loutで平均化する手法、すなわちHamiltonianを Inner

binaryとOuter binaryの周期の両方で平均化する手法をDouble averageとよび、Inner binaryの
周期 (平均近点角 lin)のみで平均化する手法を Single averageとよぶ。Single averageではOuter

binaryの周期で平均化されていないので、Inner binaryに対する 3体目の位置の変化による効果が
考慮される。近年の研究では、長軸半径比α = ain/aoutが十分小さくない場合には、Single average

をとることによってDouble averageの場合とは違った力学的挙動が見られることが示されている
(e.g.Luo et al. 2016, Grishin et al. 2018, Mangipudi et al. 2022, Tremaine 2023)。Single average

については 5.3節で詳しく述べる。

3.2.2 Elimination of nodesに関する問題点
3.2.1節で階層的 3体系の Quadrupoleレベルの Hamiltonianを求めた。この Hamiltonianか

ら、軌道パラメータ変化を求める前に、Elimination of nodesに関する問題点について述べる。
階層的 3体系において、Inner binaryとOuter binaryの Longitudes of ascending nodesの間

には∆h = hin − hout = πという関係が成り立つ。この関係を階層的 3体系の力学に導入すること
を Elimination of nodesとよぶ (e.g.Jefferys and Moser 1966)。

Naoz et al. (2013a)以前の多くの研究では、式 (3.38)の Hamiltonianから正準方程式にした
がって軌道パラメータの進化を求める前に、式 (3.38)のHamiltonianに直接∆h = πを代入して
いた。これによって得られるHamiltonian

H∗
2(∆h = π) =C2

{(
2 + 3e2in

) (
3 cos2 itot − 1

)
+ 15e2in sin2 itot cos (2gin)

}
(3.40)

は hin, houtを含まない。すなわち、正準方程式より、
dHin

dt
= 0,

dHout

dt
= 0 (3.41)

が得られ、これは、Inner binaryとOuter binaryの角運動量の z成分が保存されていることを意
味する。しかし、これは 2体目の質量が十分小さい場合にしか成り立たず、一般にこれは誤りで
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あることが示された (Naoz et al. 2013a)。2体目の質量が十分小さい場合 (m2 → 0, Gin ≪ Gtot)

では、Ḣin = −Ḣout ≈ 0となり、Inner binaryとOuter binaryの角運動量の z成分は確かに保存
される。この極限は Test particle quadrupole(TPQ) limitとよばれる。

TPQの極限を外した場合、Inner binaryとOuter binaryの角運動量の z成分は保存されない
(Naoz et al. 2013a)。すなわち、式 (3.38)の Hamiltonianに直接 ∆h = πを代入する手法は誤り
であり、正しい軌道パラメータ進化を得るためには、式 (3.38)のHamiltonianから正準方程式に
したがって軌道パラメータの時間微分を求め、その結果に ∆h = πを代入しなければならない。
このように求められた軌道パラメータの進化の様子と、式 (3.38)の Hamiltonianに直接 ∆h = π

を代入して求められた軌道パラメータの進化の様子は、大きく異なってしまうことがある。図 3.3

にその例を示す (Naoz et al. 2013a)。図 3.3より、式 (3.38)の Hamiltonianに直接 ∆h = πを代
入して求められた軌道パラメータの進化の様子 (青線)と式 (3.38)のHamiltonianから正準方程式
にしたがって軌道パラメータの時間微分を求めた後に ∆h = πを代入して得られた軌道パラメー
タの進化の様子 (赤線、3.2.3節を参照)では、Inner binaryの離心率 ein(図 3.3中では e1)の振幅
や、相互 Inclination itotが取りうる値の大きく違っていることがわかる。
なお、この問題を式 (3.38)の Hamiltonianに直接∆h = πを代入した後に別の変換を導入す

ることによって解決している例もある (e.g.Lidov and Ziglin 1976, Malige et al. 2002)。また、
Elimination of nodes (∆h = πの代入)を用いない別の手法によってこの問題を回避している例も
ある (e.g.Farago and Laskar 2010,Laskar and Boué 2010,Mardling 2010,Katz and Dong 2011)。
また、Inner binaryとOuter binaryの角運動量の z成分が保存しないという前提のもと、式 (3.40)

のHamiltonianを用いることもある。

3.2.3 軌道パラメータの時間変化
3.2.2節で述べた問題点を解決した Naoz et al. (2013a)の手法によって得られた階層的 3体系

の Quadrupoleレベルの Secular近似における軌道パラメータの時間変化について述べる。3.2.2

節で述べたように、正準方程式に従って式 (3.38)で得られたHamiltonianを微分し、その結果得
られたQuadrupoleレベルの Secular近似における軌道パラメータの時間変化に、Elimination of

nodes ∆h = hin−hout = πを代入している (Naoz et al. 2013a)。ここでは煩雑さを避けるために、
正準方程式から得られた軌道パラメータの時間変化に Elimination of nodes ∆h = πを代入した
結果のみを示している。
まず、式 (3.8)と Ġout = 0 (式 (3.38)は goutに依存しないため)より、

Ḣin =
Gin

Gtot
Ġin −

Gout

Gtot
Ġout

=
Gin

Gtot
Ġin

(3.42)

が成り立つ。なお、Ḣin = − ˙Houtである。また、式 (3.12)より、

Ḣin =
∂H∗

2

∂hin
= −30C2e

2
in sin iout sin itot sin (2gin) (3.43)

Ġin =
∂H∗

2

∂gin
= −30C2e

2
in sin2 itot sin (2gin) (3.44)
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図 3.3: Elimination of nodesの従来の手法とNaoz et al. 2013aの手法による軌道パラメータ時間進
化の比較 (Naoz et al. 2013aのFigure 4を引用): 青線は式 (3.38)のHamiltonianに直接 ∆h = πを
代入して求められた軌道パラメータの進化の様子を、赤線は式 (3.38)のHamiltonianから正準方程式
にしたがって軌道パラメータの時間微分を求めた後に∆h = πを代入して得られた軌道パラメータの
進化の様子である。青線の場合と赤線の場合で Inner binaryの離心率 ein(図中では e1)の振幅が大き
く違い、さらに相互 Inclinationが取りうる値の大きく違っていることがわかる。また、青線は3.2.4節
で説明するKozai定数 (式 (3.57))が定数であるのに対し、赤線の場合はもはや定数ではなくなってい
ることがわかる。ここで、m1 = 1.4M⊙, m2 = 0.3M⊙, m3 = 0.01M⊙, ain = 5 AU, aout = 50 AU
とし、その他の軌道パラメータのの初期値は ein = 0.5, eout = 0, itot = 70◦, gin = 120◦, gout = 0◦

とした。
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であるから、Gtot/ sin itot = Gin/ sin iout = Gout/ sin iinより、

Ḣin = − Gin

Gtot
30C2e

2
in sin2 itot sin (2gin) (3.45)

となり、これは式 (3.42)をみたすことが確認できた。
式 (3.12)より、Arguments of periapse gin, goutの時間変化は、

ġin =6C2

{
1

Gin

[
4 cos2 itot + (5 cos (2gin) − 1)

×
(
1 − e2in − cos2 itot

)]
+

cos itot
Gout

[
2 + e2in (3 − 5 cos (2gin))

]} (3.46)

ġout = 3C2

{
2 cos itot

Gin

[
2 + e2in (3 − 5 cos (2gin))

]
+

1

Gout

[
4 + 6e2in +

(
5 cos2 itot − 3

) (
2 + e2in [3 − 5 cos (2gin)]

)]} (3.47)

と求められ、また、Longitudes of ascending nodes hin, houtの時間変化は、

ḣin = − 3C2

Gin sin iin

{
2 + 3e2in − 5e2in cos (2gin)

}
sin (2itot) (3.48)

ḣout = − 3C2

Gout sin iout

{
2 + 3e2in − 5e2in cos (2gin)

}
sin (2itot) (3.49)

と求められる。ここで、Gin sin iin = Gout sin ioutより、ḣin = ḣoutとわかる。これは Elimination

of nodes hin − hout = πより要求される ḣin − ḣout = 0をみたす。
ここで、Inner binaryとOuter bianryの離心率 ein, eoutと Inclination iin, ioutの時間変化を

求める。これらは階層的 3体系の時間発展について理解する上で非常に重要である。
式 (3.12)より、

dej
dt

=
∂ej
∂Gj

∂H∗
2

∂gj
(j = in, out) (3.50)

となるから、Inner binaryの離心率の時間変化は、

ėin = C2
1 − e2in
Gin

30ein sin2 itot sin (2gin) (3.51)

と求められる。ここで、∂Hquad

∂gout
= 0より、Quadrupoleレベルでは、ėout = Ġout = 0である。

また、式 (3.10)と式 (3.11)より、

d (cos iin)

dt
=

Ḣin

Gin
− Ġin

Gin
cos iin (3.52)

d (cos iout)

dt
=

Ḣout

Gout
= − Ḣin

Gout

(3.53)
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が成り立つ。ここで、Quadrupoleレベルでは Ġout = 0であることを用いた。ここで得られた Inner

binaryの離心率 ein(図 3.3中では e1)の変化や相互 Inclination itotの変化 (赤線)を、Naoz et al.

(2013a)以前の式 (3.38)の Hamiltonianに直接 Elimination of nodes ∆h = πを代入する手法に
より得られた時間変化 (青線)と比較したものが図 3.3である。赤線と青線では、Inner binaryの
離心率や相互 Inclinationが取りうる値が大きく異なっており、さらに、青線の場合は 3.2.4節で
説明するKozai定数 (式 (3.57))が定数であるのに対し、赤線の場合はもはや定数ではなくなって
いることがわかる。

3.2.4 Kozai-Lidov機構
Quadrupoleレベルの Secular近似において導かれるKozai-Lidov(KL)機構をみる。前述の通

り、KL機構とは、階層的 3体系において Inner binaryの離心率 einと相互 Inclination itotが対応
して振動的に変化する現象のことをいう。
式 (3.51)より、gin = πn/2 (n = 0, 1, 2, . . . )のとき、ėin = 0となることがわかる。このとき、

einは極値 (ein,max, ein,min)をとる。ここで、ėin = 0のときはすなわち Ġin = 0のときである。こ
のとき、式 (3.42)より、Ḣin = 0であり、したがって式 (3.52)より diin/dt = 0である。よって、
einが極値をとるとき、同時に iinも極値をとる。なお、このとき同時に ioutも極値をとる。
角運動量保存則 (Gin + Gout = Gtot)より、式 (3.4)を用いると、

L2
in

(
1 − e2in

)
+ 2LinLout

√
1 − e2in

√
1 − e2out cos itot = G2

tot −G2
out

(3.54)

が成り立つ。右辺は初期値で決まる定数なので、初期値 ein,0, eout,0(= eout), gin,0, itot,0 を定め
れば、

L2
in

(
1 − e2in

)
+2LinLout

√
1 − e2in

√
1 − e2out,0 cos itot

= L2
in

(
1 − e2in,0

)
+ 2LinLout

√
1 − e2in,0

√
1 − e2out,0 cos itot,0

(3.55)

とでき、これによって相互 Inclination itotと Inner binaryの離心率 einの関係を求めることがで
きる。今、例えば ein,0 = eout,0 = 0とすると、√

1 − e2in cos itot = cos itot,0 +
Lin

2Lout
e2in (3.56)

となる。なお、Lin ≪ Loutの極限 (TPQ limit)を考えると、この式は√
1 − e2in cos itot = cos itot,0 (3.57)

となる。これはKozai定数とよばれる。
式 (3.51)より、gin = 0のとき ein は最小値 ein,min を、gin = π/2のとき ein は最大値 ein,max

をとることがわかる。今、エネルギー保存則より、系のエネルギーを E(すなわち E = H∗
2)とす

ると、
E

2C2
= 3 cos2 itot

(
1 − e2in,min

)
− 1 + 6e2in,min (gin = 0) (3.58)
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E

2C2
= 3 cos2 itot

(
1 + 4e2in,max

)
− 1 − 9e2in,max (gin =

π

2
) (3.59)

となる。ここで、Elimination of nodes ∆h = πを用いた。今、初期値を ein,0 = eout,0 = gin,0 =

0, itot,0とすると、式 (3.58)と式 (3.59)より、(
1 + 4e2in,max

)
cos2 itot = cos2 itot,0 + 3e2in,max (3.60)

が成り立つ。ここで、ein = ein,maxのときの相互 Inclinationを itotとした。式 (3.60)に式 (3.56)

を代入して cos itotを消去し整理すると、(
Lin

Lout

)2

e4in,max +

(
3 + 4

Lin

Lout
cos itot,0 +

(
Lin

2Lout

)2
)
e2in,max +

Lin

Lout
cos itot,0 − 3 + 5 cos2 itot,0 = 0

(3.61)

が得られる。Lin ≪ Loutの極限 (TPQ limit)を考えると、この式は

e2in,max = 1 − 5

3
cos2 itot,0 (3.62)

となる。これが解をもつための条件は、39.2◦ ≤ itot,0 ≤ 140.8◦である。これをKozai limitとよぶ。

3.2.5 Octupoleレベルの Secular近似
3.2.1節では相互作用項の最低次の項 (Quadrupole項)のみを取った場合を考えたが、本節で

は、その次の項 (O(α3))までとった場合で考える。相互作用項の最低次の次の項をOctupole項と
よび、この近似をOctupoleレベルの Secular近似とよぶ。Test particle近似 (m2 → 0)の適用範
囲外の場合や Outer binaryが円ではない場合 (eout ̸= 0)には、Quadrupole項のみでは不十分で
あることが示されており (Naoz et al. 2011, Naoz et al. 2013a)、Octupole項まで含めた場合の力
学について調べることは非常に重要である。

Octupoleレベルの Secular近似では、Hamiltonianに直接 Elimination of nodesを代入する手
法によって ein, eout, gin, gout については正しい時間進化が得られている (e.g.Harrington 1968,

Harrington 1969, Sidlichovsky 1983, Krymolowski and Mazeh 1999, Ford et al. 2000, Blaes et al.

2002, Lee and Peale 2003, Thompson 2011)。これは、Hamiltonianを微分する際に、hinや houtが
関与してこないためである。HinやHoutの時間進化を得るためには、3.2.1節と同様に、Hamiltonian

を微分した後に Elimination of nodesを代入する必要がある。ただし、計算が非常に煩雑になる
ため、全角運動量保存則より求めることが多い。

3.2.1節と同様に相互作用項の最低次の次の項 (O(α3))までのHamiltonian H∗
3を求めると、

H∗
3(∆h = π) =C2

{(
2 + 3e2in

) (
3 cos2 itot − 1

)
+ 15e2in sin2 itot cos (2gin)

}
+ C3eineout

{
A cosϕ + 10 cos itot sin2 itot

(
1 − e2in

)
sin gin sin gout

} (3.63)

となる。ここで、Elimination of nodes (∆h = π)を代入した。また、

C3 = −15

16

k4

4

(m1 + m2)
9

(m1 + m2 + m3)
4

m9
3 (m1 −m2)

(m1m2)
5

L6
in

L3
outG

5
out

(3.64)
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A = 4 + 3e2in −
5

2
B sin i2tot (3.65)

B = 2 + 5e2in − 7e2in cos (2gin) (3.66)

cosϕ = − cos gin cos gout − cos itot sin gin sin gout (3.67)

とおいた (Blaes et al. 2002, Ford et al. 2004)。ここで、m1 = m2の場合、eout = 0の場合には
C3 = 0となり、Quadrupoleレベルに帰着する。
ここで、

C3

C2
= −15

4

(
m1 −m2

m1 + m2

)(
ain
aout

)
1

1 − e2out

= −15

4

ϵoct
eout

(3.68)

によって定義される ϵoct

ϵoct =
m1 −m2

m1 + m2

ain
aout

eout
1 − e2out

(3.69)

を考えると、これがQuadupole項に対するOctupoleの強さを表す。これより、m1 = m2の場合、
もしくは eout = 0の場合は ϵoct = 0となり、Octupole項が消えることがわかる。Octupole項が重
要となるのは、m1 ̸= m2かつ eout ̸= 0かつ、αが十分大きいときである。

Octupoleレベルの Secular近似におけるパラメータの時間変化

式 (3.63)のHamiltonianより、3.2.1節と同様に計算すると、Arguments of periapse gin, gout

の時間変化は、

ġin =6C2

{
1

Gin

[
4 cos2 itot + (5 cos (2gin) − 1)

×
(
1 − e2in − cos2 itot

)]
+

cos itot
Gout

[
2 + e2in (3 − 5 cos (2gin))

]}
− C3eout

{
ein

(
1

Gout
+

cos itot
Gin

)
×
[
sin gin sin gout

(
10
(
3 cos2 itot − 1

) (
1 − e2in

)
+ A

)
−5B cos itot cosϕ] − 1 − e2in

einGin
× [sin gin sin gout

× 10 cos itot sin i2tot
(
1 − 3e2in

)
+ cosϕ

(
3A− 10 cos2 itot + 2

)]}

(3.70)
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ġout =3C2

{
2 cos itot

Gin

[
2 + e2in (3 − 5 cos (2gin))

]
+

1

Gout

[
4 + 6e2in +

(
5 cos2 itot − 3

) (
2 + e2in [3 − 5 cos (2gin)]

)}
+ C3ein

{
sin gin sin gout

(
4e2out + 1

eoutGout
10 cos itot sin2 itot

(
1 − e2in

)
−eout

(
1

Gin
+

cos itot
Gout

)[
A + 10

(
3 cos2 itot − 1

) (
1 − e2in

)])
+ cosϕ

[
5B cos itoteout

(
1

Gin
+

cos itot
Gout

)
+

4e2out + 1

eoutGout
A

]}
(3.71)

と求められ、また、Longitudes of ascending nodes hin, houtの時間変化は、

ḣin = − 3C2

Gin sin iin

(
2 + 3e2in − 5e2in cos (2gin)

)
sin (2itot)

− C3eineout [5B cos itot cosϕ

−A sin gin sin gout + 10
(
1 − 3 cos2 itot

)
×
(
1 − e2in

)
sin gin sin gout

] sin itot
Gin sin iin

=ḣout

(3.72)

と求められる。ここで、sin iin = Gout sin itot/Gtotを用いた。また、3.2.1節と同様に離心率 ein, eout

の時間変化を求めると、

ėin =C2
1 − e2in
Gin

[
30ein sin2 itot sin (2gin)

]
+ C3eout

1 − e2in
Gin

[
35 cosϕ sin2 itote

2
in sin (2gin)

− 10 cos itot sin2 itot cos gin sin gout
(
1 − e2in

)
−A (sin gin cos gout − cos itot cos gin sin gout)]

(3.73)

ėout = − C3ein
1 − e2out
Gout

[
10 cos itot sin2 itot

(
1 − e2in

)
sin gin cos gout

+A (cos gin sin gout − cos itot sin gin cos gout)]

(3.74)

となる。また、Hin, Houtの時間変化を求めるために、各軌道の角運動量Gin, Goutの時間変化を
求めると、式 (3.12)より、

Ġin = − C230e2in sin (2gin) sin2 itot + C3eineout

(−35e2in sin2 itot sin (2gin) cosϕ + A [sin gin cos gout

− cos itot cos gin sin gout] + 10 cos itot sin2 itot
[
1 − e2in

]
cos gin sin gout

) (3.75)

Ġout =C3eineout [A {cos gin sin gout − cos itot sin gin cos gout}

+10 cos itot sin2 itot
[
1 − e2in

]
sin gin cos gout

] (3.76)
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となる。これらと、全角運動量保存則より導かれる

Ḣin =
Gin

Gtot
Ġin −

Gout

Gtot
Ġout

=
sin iout
sin itot

Ġin −
sin iin
sin itot

Ġout

(3.77)

により、Ḣin(= −Ḣout)を求めることができた。また、Inclination iin, ioutの時間変化は、

d (cos iin)

dt
=

Ḣin

Gin
− Ġin

Gin
cos iin (3.78)

d (cos iout)

dt
=

Ḣout

Gout
− Ġout

Gout
cos iout (3.79)

より求めることができる (Naoz et al. 2013a)。

3.2.6 Eccentric Kozai-Lidov機構

Octupole レベルの Secular 近似において導かれる KL機構を Eccentric Kozai-Lidov(EKL)

機構とよぶ (Naoz 2016)。ここでは、最もわかりやすい例、Test particle近似 (m2 → 0)を考え
る。Octupole項まで考えた場合の Test particle近似を、Test particle octupole(TPO)近似とよ
ぶ。TPO近似における EKL機構と TPQ近似における KL機構には力学的に大きな違いが見ら
れる。

3.2.2節と 3.2.4節より、TPQ近似において各軌道の角運動量の z 成分は変化しない (Ḣin =

Ḣout ≈ 0)。これは、1体目から見たとき、3体目の公転方向に対する 2体目の公転方向が初期状態と
変わらないことを示している。1体目から見て 3体目と 2体目の公転方向が同じ場合をPrograde、
反対の場合を Retrogradeとよぶ。また、Prograde状態と Retrograde状態を遷移する現象 (すな
わち、相互 Inclinationが 90◦をまたいで変化する現象)を Flipとよぶ。前述の Ḣin = Ḣout ≈ 0よ
り、TPQ近似におけるKL機構では、Flipは起こらないことがわかる。
一方、TPO近似における EKL機構では、Flipが起こる (Naoz et al. 2011, Katz et al. 2011,

Naoz et al. 2013a)。TPO limit(m2 → 0)における階層的 3体系のHamiltonian HTPは、

HTP =
3

8
k2

m1m3

aout

(
ain
aout

)2 1(
1 − e2out

)3/2 (Fquad + ϵFoct) (3.80)

とかける (e.g.Lithwick and Naoz 2011)。ここで、

ϵ = ϵoct(m2 → 0) =
ain
aout

eout
1 − e2out

(3.81)

Fquad = −e2in
2

+ cos2 itot +
3

2
e2in cos2 itot +

5

2
e2in
(
1 − cos2 itot

)
cos (2gin) (3.82)
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Foct =
5

16

(
ein +

3e3in
4

)[ (
1 − 11 cos itot − 5 cos2 itot + 15 cos3 itot

)
cos (gin − hin)

+
(
1 + 11 cos itot − 5 cos2 itot − 15 cos3 itot

)
cos (gin + hin)

]
− 175

64
e3in

[ (
1 − cos itot − cos2 itot + cos3 itot

)
cos (3gin − hin)

+
(
1 + cos itot − cos2 itot − cos3 itot

)
cos (3gin + hin)

]
(3.83)

とおいた。なお、TPQ limitにおけるHamiltonianは式 (3.80)のHamiltonian HTPから ϵFoctを
落としたものである。
式 (3.80)のHamiltonian HTPより、TPO近似においては、各軌道の角運動量の z成分が変化

することがわかる (∂H
TP

∂hin
= Ḣin = −Ḣout ̸= 0)。これによって TPO近似における EKL機構での

Flipが可能になる。同時に、TPQ近似においては、∂HTP

∂hin
= Ḣin = −Ḣout = 0であることが確認

できる。
図 3.4はTPQ近似におけるKL機構とTPO近似における EKL機構を数値計算によって比較

したものである (Naoz 2016)。この例では、天の川銀河の中心の超巨大ブラックホールを 3体目と
考え、そこから 0.03 pc離れた位置にある中間質量ブラックホール (1体目)と質量が無視できるほ
ど小さい天体 (2体目)の連星 (長軸半径 135 AU)の力学に着目している。また、この図では、相
互 Inclination itotを単に i、Inner binaryの離心率 einを e1と記している。左図はKozai limitを
みたす系 (ein,0 = 0.01, eout,0 = 0.7, itot,0 = 60◦, gin,0 = 0◦, hin,0 = 60◦)であり、この系では、
TPQ近似の場合では、Inclinationが 90◦をまたいで変化する Flipは起きていないが、TPO近似
まで拡張した場合は Flipが起きていることがわかる。また、それに伴って、Inner binaryの離心
率が非常に大きな値をとることがわかる。ここでは明瞭さのために、QuadrupoleレベルのKL機
構による完全に周期的な振動をKL振動、Octupoleレベルで起こる Inner binaryの離心率 einの
最大値の大局的な振動的変化 (e.g.Katz et al. 2011, Lithwick and Naoz 2011, Naoz et al. 2013a)

をOctupole振動と呼ぶことにする。
さらに、右図は Kozai limitをみたさない系 (ein,0 = 0.85, eout,0 = 0.85, itot,0 = 1◦, gin,0 =

0◦, hin,0 = 180◦)である (すなわちKL機構が起きない)が、TPO近似まで拡張した場合には Inner

binaryの離心率が時間と共に変化していることがわかる。
以上のように、Octupole項が重要となる系では、Octupole項を考慮しないことにより重要な

力学を捉え損ねてしまう恐れがあり、Octupole項を考慮した EKL機構を考えることは非常に重
要である。

3.3 Kozai-Lidov機構に関する様々な時間スケール
3.3.1 Kozai-Lidov時間
前述の KL機構 (3.2.4節)の TPQ近似における KL振動の周期を求める (Antognini 2015)。

KL振動の周期をKozai-Lidov(KL)時間とよぶことにする。3.2.6節の図 3.4で見た通り、このKL

振動は完全に周期的であり、Inner binaryの最大値は時間変化しない。
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図 3.4: TPQ近似におけるの時間進化 (青線)と TPQ近似における時間進化 (赤線)の例 (Naoz
2016 の Figure 5 を引用): この図では、相互 Inclination itot を単に i、Inner binary の離心率
ein を e1 と記している。これらの系の初期条件は 2体目が Test particle、m1 = 104M⊙, m3 =
4 × 106M⊙, ain = 135 AU, aout = 0.03 pcの場合を計算している。左図はKozai limitをみたす
系 (ein,0 = 0.01, eout,0 = 0.7, itot,0 = 60◦, gin,0 = 0◦, hin,0 = 60◦)であり、右図はKozai limitを
みたさない系 (ein,0 = 0.85, eout,0 = 0.85, itot,0 = 1◦, gin,0 = 0◦, hin,0 = 180◦)である。左図の系
では、TPQ近似の際には Flipは起きていないが、TPO近似の際には起こっていることがわかる。
右図の系では、TPQ近似の際には Inner binaryの離心率は時間変化していないが、TPO近似の
際には時間変化していることがわかる。
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全角運動量保存則より、TPQ limit(Gin ≪ Gout)では、

Gtot =
√
G2

in + G2
out + 2GinGout cos itot

≃ Gout + Gin cos itot
(3.84)

が成り立つ。Gtot = constであり、TPQ近似ではGout = constであるから、これより、Gin cos itot =

constとなる。ここで、Lin = constと式 (3.4)より、
√

1 − e2in cos itot = constとなる。したがっ
て、j1 =

√
1 − e2inと定義すれば、

Θ2
0 ≡ (j1 cos itot)

2 (3.85)

は定数である。これをKozai’s integralとよび、Θ0は Inner binaryのReduced 角運動量の z成分
である (Holman et al. 1997)。後の計算のために、TPQにおけるHamiltonian H∗

quad(∆h = π)を
C2で割ったものを j1とΘ2

0で書き表すと、式 (3.40)より、

Ĥq ≡
H∗

quad(∆h = π)

C2

=
1

j21

[(
5 − 3j21

) (
j21 − 3Θ2

0

)
− 15

(
1 − j21

) (
j21 − Θ2

0

)
cos 2(gin)

] (3.86)

となる。ここで、Ĥq は無次元かつ定数である。また、TPQ近似における ginの時間変化と j1の
時間変化は、

dgin
dt

=
C2

Lin

∂Ĥq

∂j1

=
6C2

Lin

1

j31

[
5
(
Θ2

0 − j41
)

(1 − cos 2gin) + 4j41
] (3.87)

dj1
dt

=
C2

Lin

∂Ĥq

∂gin

=
30C2

Lin

1

j21

(
1 − j21

) (
j21 − Θ2

0

)
sin(2gin)

(3.88)

となる。
ここで、gin のとりうる値による力学的挙動には 2種類ある。1つは gin が 0 ∼ 2π の全ての

値をとる場合であり、このとき Inner binaryの近点は軌道平面上でぐるぐると回転しているた
め、この状態は Rotationとよばれる ((Antognini 2015), Circulationとよばれることもある (e.g.

Hamers 2021))。もう 1つは gin がある固定点 j1,fix 付近の値しかとらない場合であり、このとき
Inner binaryの近点は軌道平面上のある地点と中心に振動しているため、この状態は Librationと
よばれる (Antognini 2015)。
式 (3.87)と式 (3.88)より、Libration状態になるときはginが±π/2付近の値をとり、j21,fix =

√
5Θ2

0/3

のときである。したがって、与えられた系 (ある ĤqとΘ2
0の組)に対して、その系が Librationか

Rotationを調べるためには、gin = 0の場合の式 (3.86)を j21 について解いたとき、

j21 =
1

12

(
10 + Ĥq + 6Θ2

0

)
(3.89)
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が解として j21 > 1のものをもつ場合である。なお、j21 = 1付近のものは LibrationとRotationの
境界にいる。したがって、LibrationとRotationを見分ける定数として

CKL ≡ 1 − 1

12

(
10 + Ĥq + 6Θ2

0

)
=

1

12

(
2 − Ĥq − 6Θ2

0

)
= e2in

(
1 − 5

2
sin2 itot sin2 gin

) (3.90)

を定義する (Lidov 1962)と、CKL < 0のとき系は Libration、CKL > 0のとき系はRotationであ
る。この定数 CKLは Libration constantとよばれる (Antognini 2015)。なお、Test prticle limit

を外した場合の拡張はHamers (2021)によって行われた (5.2.1節を参照)。
TPQ近似における Hamiltonianは積分可能であるから、KL時間は厳密に定まる。KL時間

tKLは、

tKL =

∮
dt =

∮
dt

dj1
dj1 (3.91)

によって定まる。これを計算するために、式 (3.86)より sin(2gin)を求めると、

sin(2gin) =

1 −

3j41 + j21

(
Ĥq − 9Θ2

0 − 5
)

+ 15Θ2
0

15
(
1 − j21

) (
j21 − Θ2

0

)
2

1/2

(3.92)

となるから、tKLは、式 (3.91)に式 (3.88)と式 (3.92)を代入することによって、

tKL =
Lin

30C2

∮
j21 dj1(

1 − j21
) (

j21 − Θ2
0

)
1 −

3j41 + j21

(
Ĥq − 9Θ2

0 − 5
)

+ 15Θ2
0

15
(
1 − j21

) (
j21 − Θ2

0

)
2

−1/2

= 2 × Lin

30C2

∫ jmax

jmin

dj1(
1 − j21

) × [(1 − Θ2
0

j21

)2

−
(

1

5
− Θ2

0

j21
+

4

5

CKL

1 − j21

)2
]−1/2

(3.93)

となる。ここで、最後のイコールにおいて式 (3.90)を用いて Ĥqを消去した。
式 (3.93)の最後の積分は高々O(1)なので (Antognini 2015)、KL時間 tKLはおおよそ

tKL ≃ Lin

15C2
(3.94)

と求められる。これを式 (3.3)と式 (3.39)を用いて書き下すと、

tKL ≃ 16

15

(
a3out

a
3/2
in

)√
m1

Gm2
3

(1 − e2out)
3/2

=
8

15π

(
1 +

m1

m3

)(
P 2
out

Pin

)
(1 − e2out)

3/2

(3.95)

となる。ここで、係数 16/15は数値計算により決定された (Antognini 2015)。
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これは Test particle limitが外れた場合には、最も単純には、

tKL ≃ 16

15

(
a3out

a
3/2
in

)√
m1 + m2

k2m2
3

(1 − e2out)
3/2

=
8

15π

(
1 +

m1 + m2

m3

)(
P 2
out

Pin

)
(1 − e2out)

3/2

(3.96)

と拡張される (e.g.Naoz 2016)。
詳細は 3.6節に譲るが、KL時間よりも短い時間スケールで起こる力学的作用や効果が、KL振

動の様子を大きく変化させることがあるということが明らかとなっている (e.g.Ford et al. 2000,

Fabrycky and Tremaine 2007, Naoz et al. 2013b, Naoz 2016)。

3.3.2 Octupole振動の周期とFlip時間

前述の EKL機構 (3.2.6節)の TPO近似における Octupole振動の周期を求める (Antognini

2015)。3.2.6節の図 3.4で見た通り、Octupole振動は Inner binaryの離心率のKL振動 1周期の
間の最大値を変化させる。

Octupole項は非可積分であり、TPO近似では CKL と Θ2
0 はもはや定数ではない (Antognini

2015)。しかし、TPO近似においても Ĥq = constであるから、式 (3.90)より、

ϕq ≡ CKL +
1

2
Θ2

0

=
1

12
(2 − Ĥq)

= const

(3.97)

によって ϕqを定義すれば、これは定数である。ここで、Katz et al. (2011)により、Θ2
0の時間変

化は、

dΘ2
0

dτ
= − 15πϵ

64
√

10

√
Θ2

0 sinhin
K(x)

(4 − 11CKL)
√

6 + 4CKL (3.98)

と求められている。ここで、

τ =
t

tsec
=

m3

a3out
(
1 − e2out

)3/2
√

k2a3in
m1

t (3.99)

であり、tsecは Secular時間とよばれる (Antognini 2015)。すなわち τ は無次元である。また、hin
は Inner binaryの Longitude of ascending node (図 2.1)である。

Octupole振動の無次元化された周期 τoctは直接積分によって求められる。式 (3.97)を用いる
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と、τoctは、

τoct =

∮
dτ

=

∮
dCKL

ĊKL

=

∮
−2

(
dΘ2

0

dτ

)−1

dCKL

=

∮
128

√
10

15πϵ

K(x)√
2 (ϕq − CKL) sinhin

1

(4 − 11CKL)
√

6 + 4CKL
dCKL

(3.100)

と求められる。これは煩雑な計算により、結局、

τoct ∼
1√
ϵ

(3.101)

となる (Antognini 2015)。したがって、Octupole振動の周期 toctは、

toct ∼
256

√
10

15π
√
ϵ
tsec

=
256a3out

15πa
3/2
in

√
10

ϵoct

(
m1

m3

) (
1 − e2out

)3
k2m3

(3.102)

となる。
ここで、Flipが起こる周期を tflipとすると、FlipはOctupole振動の 1周期の間に 2回起こる

から、

tflip =
1

2
toct

∼ 128a3out

15πa
3/2
in

√
10

ϵoct

(
m1

m3

) (
1 − e2out

)3
k2m3

(3.103)

となる。これを Flip時間とよぶ (Antognini 2015)。

3.4 Flipの判定条件
角運動量保存則Gtot = Gin + Goutより、

G2
tot = |Gin + Gout|2

= G2
in + G2

out + 2GinGout cos itot

= L2
in(1 − e2in) + L2

out(1 − e2out) + 2LinLout

√
1 − e2in

√
1 − e2out cos itot

= G2
0

(3.104)
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が成り立つ。ここで、G0は初期条件で定まる定数である。したがって、

G2
0

2LinLout

√
1 − e2out

=
Lin(1 − e2in)

2Lout

√
1 − e2out

+
Lout

√
1 − e2out

2Lin
+
√

1 − e2in cos itot

=
Lin

2Lout

√
1 − e2out

− Lin

2Lout

√
1 − e2out

e2in +
Lout

√
1 − e2out

2Lin
+
√

1 − e2in cos itot

=
Lin

2Lout

√
1 − e2out

+
Lout

√
1 − e2out

2Lin
+
√

1 − e2in cos itot −
η

2
e2in

(3.105)

ここで、

η =
Lin

Lout

√
1 − e2out

=
Lin

Gout
(3.106)

とおいた。これより、

K =
√

1 − e2in cos itot −
η

2
e2in

=
G2

0

2LinLout

√
1 − e2out

− Lin

2Lout

√
1 − e2out

− Lout

√
1 − e2out

2Lin

=
G2

0

2LinGout
− Lin

2Gout
− Gout

2Lin

=
1

2LinGout
(G2

0 − L2
in −G2

out)

(3.107)

によってK を定めると、これはQuadrupole近似の場合には定数である。Octupole近似の場合、
これは定数ではないが、K = −η/2 (≡ Kc)のとき、

Kc =
√

1 − e2in cos itot + Kce
2
in

(3.108)

より、

cos itot = Kc

√
1 − e2in (3.109)

が成り立つため、このとき、式 (3.106)とGin ≪ Goutより、

cos itot = −
Lin

√
1 − e2in

2Gout

= − Gin

2Gout

≃ 0

(3.110)

となり、K = Kcが成り立つ時に Flipが起こることがわかる。よって、Kはしばしば Flipの判定
条件として用いられる (Su et al. 2021)。
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3.5 近似の妥当性
これまで、Secular近似における階層的 3体系の力学について述べてきた。これらの力学は、

Secular近似が妥当でなくなった場合や階層的 3体系が不安定になった場合は成り立たない。では、
Secular近似が妥当でない場合とはどのような場合だろうか？ また、階層的 3体系が安定に存在
するための条件はなんだろうか？ ここでは、Secular近似の妥当性と階層的 3体系の安定性条件
について述べる。

3.5.1 Secular近似の妥当性
Secular近似では、系の進化は Inner binaryと Outer binaryの軌道周期 Pin, Pout で平均化

されてしまう (Double averageの場合)ので、3体目の位置の変化による効果などの Secular時間
(式 (3.99))よりも短い時間スケールの変動を捉えることができない (Mangipudi et al. 2022)。実
際、図 3.5のように、Secular近似を取り入れずに計算された、すなわち直接 N 体計算の場合の
Inner binaryの離心率 (図 3.5の黒実線)は、Double averageの Secular近似で計算された値の周
りをOuter binaryの周期 Pout程度の短い時間スケールで変動していることが示されている (e.g.,

Ivanov et al. 2005, Antognini et al. 2014,Antonini et al. 2014)。ここで、図 3.5において縦軸は
Inner binaryの離心率 ein(図中では e1)、横軸は時間 (年)であり、黒の実線は直接N 体計算コー
ドを用いて計算した場合を、赤の点線はDouble averageの Secular近似で計算した場合を示して
いる。この系の初期条件はm1 = m3 = 107 M⊙, m2 = 105 M⊙, ein,0 = 0.1, eout,0 = 0.2, ain =

1 pc, aout = 20 pc, itot,0 = 80◦ とし、左図では gin,0 = gout,0 = 0◦、右図では gin,0 − gout,0 = 90◦

とした。なお、ここでは一般相対論の効果は考慮されていない。左図では、直接N 体計算の場合
とDouble averageの Secular近似の場合は平均的に一致しているが、直接N 体計算の場合には短
い時間スケールの摂動があることがわかる。また、右図では、短い時間スケールの摂動によって、
直接N 体計算の場合ではDouble averageの Secular近似の場合よりも大きな離心率をとっている
ことがわかる。この短い時間スケールの摂動の周期はOuter binaryの周期 Poutの 2倍であった。
図 3.5で示された振動 1周期における Inner binaryの角運動量の変化 ∆G1は、

∆G1 =
15

4

m1m2m3

(m1 + m2)2
cos itot,min

(
ain
aout

)2

k
√
m3aout (3.111)

で与えられる (Ivanov et al. 2005)。ここで、itot,minはこの振動の間の相互 Inclinationの最小値で
ある。これより、Outer binaryの長軸半径 aoutが小さいほど、この振動の間の Inner binaryの角
運動量変化は大きくなることがわかる。また、この式によって予測された短い時間スケールの摂
動の幅 (図 3.5の青点線)は直接N 体計算の結果とよく一致していることがわかる。なお、この式
が妥当であるのは einがKL振動の最大値付近をとるときのみである。
通常、この振動は非常に小さく、無視できるものである。しかし、Inner binaryの離心率が大

きい (ein ∼ 1)場合においては、Inner binaryが高い離心率を保つ時間が長くなり、これによっ
て短い時間スケールの振動による角運動量の変化が、Inner binaryの総角運動量と同程度の値に
なってしまうことがある。これは、Inner binaryが高い離心率をもつとき、3体目が Line of nodes

(図 2.1)を通過する際に Inner binaryに対し非常に大きなトルクを与えるためである。このとき、
Inner binaryの周期 Pinよりも短い時間スケールで Inner binaryの角運動量の値が 0にむかう、す
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図 3.5: 直接 N 体計算コードと Secular近似における Inner binaryの離心率 ein の時間進化の比
較 (Antognini et al. 2014の Figure 1を引用): 縦軸は Inner binaryの離心率 ein(図中では e1)、
横軸は時間 (年)である。黒の実線は直接 N 体計算コードを用いて計算した場合を、赤の点線は
Double averageの Secular近似で計算した場合を示している。この系の初期条件はm1 = m3 =
107 M⊙, m2 = 105 M⊙, ein,0 = 0.1, eout,0 = 0.2, ain = 1 pc, aout = 20 pc, itot,0 = 80◦ とし、
左図では gin,0 = gout,0 = 0◦、右図では gin,0 − gout,0 = 90◦とした。なお、ここでは一般相対論の
効果は考慮されていない。左図では、直接N 体計算の場合と Secular近似の場合は平均的に一致
しているが、直接N 体計算の場合には短い時間スケールの摂動があることがわかる。また、右図
では、短い時間スケールの摂動によって、直接N 体計算の場合では Secular近似の場合よりも大
きな離心率をとっていることがわかる。この短い時間スケールの摂動の周期はOuter binaryの周
期の 2倍であった。ここで、青の点線は式 (3.112)より予測される短い時間スケールの摂動の幅を
示しており、直接N 体計算の結果とよく一致していることがわかる。
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なわち離心率 einが 1にむかう。このような場合にはこの振動は無視できず、もはや Secular近似
は妥当ではない。

Secular近似が妥当であるための具体的な条件は、Antonini et al. (2014)によって明らかにさ
れた。Antonini et al. (2014)は、固定された 3体目を想定して瞬間的なQuadrupoleレベルのトル
クを考えることで、Inner binaryの離心率が 1に限りなく近づく場合 (ein → 1)において、Secular

近似が妥当であるための条件を

√
1 − ein ≳ 5π

m3

m1 + m2

(
ain

aout (1 − eout)

)3

(3.112)

と明らかにした。

3.5.2 階層的 3体系の安定性条件
階層的 3体系では、Inner binaryとOuter binaryが安定的に階層構造を成し、α = ain/aout ≪ 1

が成り立つ。では、この階層構造が安定的に存在するための条件はなんだろうか？ ここでは、階
層的 3体系の安定性条件について述べる。
階層的3体系の安定性条件は、Mardling and Aarseth (2001)によって明らかにされた。Mardling

and Aarseth (2001)は、同じくらいの質量をもつ階層的 3体系の系において、相互 Inclinationが
0◦かつ 1体目から見て 3体目と 2体目の公転方向が同じ (Prograde)場合について、階層的 3体系
の安定性条件を求めた。なお、一般に、Retrogradeの場合はProgratdeの場合よりも安定である。
これに相互 Inclinationの影響を考慮に入れた式、

aout
ain

> 2.8

(
1 +

m3

m1 + m2

)2/5 (1 + eout)
2/5

(1 − eout)
6/5

(
1 − 0.3itot

180◦

)
(3.113)

が階層的 3体系の安定性条件として広く用いられている。これは同じくらいの質量をもつ階層的 3

体系の系において導かれた式であるが、様々な質量の階層的 3体系の安定性条件として用いられ
ている。
ここで、前節の Secular近似の妥当性に関する条件式 (式 (3.112))と階層的 3体系の安定性条

件 (式 (3.113))の両方を考慮した条件式は、

ϵ =
ain
aout

eout
1 − e2out

< 0.1 (3.114)

となり、これは式 (3.113)の階層的 3体系の安定性条件と矛盾しないことが数値計算で示されてい
る (Naoz et al. 2013b)。

3.6 一般相対論的効果のKozai-Lidov振動への影響
KL時間 tKLやOctupole振動の周期 toctよりも短い時間スケールで起こる力学的作用や効果

が、KL振動の様子を大きく変化させ、Inner binaryのとりうる離心率の最大値 ein,maxが大きく
変化することがある (e.g.Ford et al. 2000, Fabrycky and Tremaine 2007, Naoz et al. 2013b, Naoz

2016)。したがってこのような効果について考えることは、KL振動によって Inner binaryの離心
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率が大きくなり、最終的に重力波を放出して合体することができるかどうかを議論する際に、非
常に重要である。
一般相対性理論では、系の特徴的な速度 v が光速 cよりも十分小さいとき (v/c ≪ 1)、Ein-

stein方程式を (v/c)2で展開することができる。この展開において、例えば、(v/c)2の項を 1post-

Newtonian(pN)、(v/c)4を 2pN、(v/c)5を 2.5pNとよぶ。3体系に力学進化に関しては，1pN, 2pN

項が近日点移動による効果を担い、2.5pNが重力波放出による効果を担う。v/cが十分小さい場合
には、2pNは 1pNに対して無視できる。以下では、近日点移動の効果が階層的 3体系の力学進化
に与える影響に着目する。

3.6.1 近日点移動の時間スケール
2体問題においては、近日点移動の効果によって軌道の離心率や Inclinationが変化することは

ない (Damour and Deruelle 1985)。しかし、3体目が存在する階層的 3体系においては、その限
りではないことが明らかとなっている (Naoz et al. 2013b)。

1pNを考慮した場合の階層的 3体系のHamiltonianは、Newtonianの場合のHamiltonian H(式
(3.1))と 1pNを表すHamiltonian H1pNの和 H+H1pNで表される。1pN Hamiltonian H1pNは、

H1pN = − 1

8c2

3∑
i=1

mi

(
p2i
m2

i

)2

− k2

4c2

∑
i,i ̸=j

mimj

rij

×
{

6
p2i
m2

i

− 7
(pi · pj)

mimj
− (nij · pi) (nij · pj)

mimj

}
+

k4

2c2

∑
i,j ̸=i,k′ ̸=i

mimjmk′

rijrik′

(3.115)

で与えられる (e.g., Schäfer 1987, Lousto and Nakano 2008)。ここで、階層的 3体系における 1pN

Hamiltonian H1pNは、Double averageかつO(α3)をとった場合 (H1pNとする)、

H1pN
= H1pN

a−2
in

+ H1pN
ainaout

+ H1pN

a−2
out

+ H1pN
int (3.116)

と和の形で表すことができる。それぞれの項は

H1pN

a−2
in

=
k4µin

(
15m2

1 + 29m1m2 + 15m2
2

)
8ain2c2

− 3k4m1m2 (m1 + m2)

a2inc
2
√

1 − e2in
(3.117)

H1pN
ainaout

=
k4m1m2m3 (2 (m1 + m2) + 3m3)

4ainaoutc2 (m1 + m2 + m3)
(3.118)

H1pN

a−2
out

=
k4µout

(
15 (m1 + m2)

2 + 29 (m1 + m2)m3 + 15m3
2
)

8a2outc
2 (m1 + m2 + m3)

− 3k4 (m1 + m2)m3 (m1 + m2 + m3)

a2outc
2
√

1 − e2out

(3.119)
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H1pN
int =

k2

4a3outc
2
(
1 − e2out

)3/2
(m1 + m2)

{G1G2 [8 (m1 + m2)

+6m3] cos itot +
aink

2m1m2m3

8 (m1 + m2)

(
fmein − 3fmein cos2 itot

+9e2in
(
m2

1 + m1m2 + m2
2

)
cos (2gin) sin2 itot

)}
(3.120)

であり、

µin =
m1m2

m1 + m2
(3.121)

µout =
m3 (m1 + m2)

m1 + m2 + m3
(3.122)

fmein =
(
2 − 5e2in

) (
m2

1 + m2
2

)
− 3

(
2 − e2in

)
m1m2 (3.123)

とおいた (Naoz et al. 2013b)。
H1pN

a−2
in

(式 (3.117))とH1pN

a−2
out

(式 (3.119))は、それぞれ Inner binry、Outer binaryの 2体問題の
場合の 1pN Hamiltonianであり、それぞれ Inner binary, Outer binaryのArgument of perihelion

gin, gout以外は直接的には変化させない。これらの項によるArgument of perihelion gin, goutの変
化はそれぞれ、

dgin
dt

∣∣∣∣
1pN(a−2

in )
=

3k3 (m1 + m2)
3/2

a
5/2
in c2

(
1 − e2in

) (3.124)

dgout
dt

∣∣∣∣
1pN(a−2

out)
=

3k3 (m1 + m2 + m3)
3/2

a
5/2
outc

2
(
1 − e2out

) (3.125)

である (Naoz et al. 2013b)。
H1pN

int は相互作用項であり、離心率や Inclinationも直接的に変化させる。なお、この項はO(α2.5)

なので、QuadrupoleO(α2)を考える場合には無視できる。また、H1pN

a−2
out
は正準座標を含まないた

め、系の時間変化には寄与せず、系の総エネルギーの決定のみに寄与する。
それぞれの 1pN Hamiltonianによる軌道パラメータの変化の時間スケールは、3.3.1節の tKL

の導出において、H∗
quad(式 (3.86))を、それぞれH1pN

a−2
in

, H1pN

a−2
out

, H1pN
int にすることで求めることが

でき、

t1pN
a−2
in

∼ 2π
a
5/2
in c2

(
1 − e2in

)
3k3 (m1 + m2)

3/2
(3.126)

t1pN
a−2
out

∼ 2π
a
5/2
outc

2
(
1 − e2out

)
3k3 (m1 + m2 + m3)

3/2
(3.127)

t1pNint ∼ 16

9
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2
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ainein

√
1 − e2ink
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(3.128)
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となる (Naoz et al. 2013b)。
これらの時間スケールとKL時間 tKL、Octupole振動の周期 toctのうち、最も短いものに対応

するHamiltonianによる効果が、系の進化を支配する。

3.6.2 近日点移動の効果の例
1pN Hamiltonianによる階層的 3体系における近日点移動の効果の例を示す。
近日点移動の効果には様々な場合があるが、一例として、H1pN

a−2
in

(式 (3.117))が支配的な場合にKL

振動 (とOctupole振動)の振動が抑制され、NewtonianではFlipが起こる系でFlipが起こらなくなる
例を図3.6に示す。この図では、Inner binaryの離心率 einをe1、Inner binaryの Inclination iinを i1、
階層的3体系の総角運動量をGtot、Inner binaryの角運動量のGtotに平行な成分HinをH1と記して
いる。この系の初期条件は、eout = 0.6, ein = 0.01, gin = gout = 0◦, itot = 85◦, m1 = 1M⊙, m2 =

0.001M⊙, m3 = 104M⊙とし、ain/R
g
1 = 104, aout/R

g
3 = 202とした。ここで、Rg

1, Rg
3はそれぞ

れ Inner binaryとOuter binaryの重力半径であり、Rg
1 = k2(m1 + m2)/c

2, Rg
3 = k2m3/c

2であ
る。すなわちこの系では、近日点移動の時間スケールがKL時間に比べて十分短い

(
t1pN
a−2
in

≪ tKL

)
。

図 3.6より、この系では、Newtonian(赤線)の場合には Inner binaryの離心率 einが EKL機構に
よって大きく振動して非常に大きな値をとり、その際に Flipが起きていることがわかる。しかし
1pNの効果を考慮した場合では、Inner binaryの離心率 einの振動が抑制され、Flipが起こらなく
なっていることがわかる。
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図 3.6: 1pN効果による EKL機構の振動の抑制 (Naoz et al. 2013bの Fig.2を引用): この図で
は、Inner binaryの離心率 ein を e1、Inner binaryの Inclination iin を i1、階層的 3体系の総角
運動量を Gtot、Inner binaryの角運動量の Gtot に平行な成分 Hin を H1 と記している。赤線が
Newtonianの場合、青線が 1pNを考慮した場合を示している。Newtonianの場合では離心率 einが
非常に大きな値をとり、その際にFlipが起きていることがわかる。一方 1pNの効果を考慮した場合
では、離心率の振動が抑制され、Flipが起こらなくなっていることがわかる。この系の初期条件は、
eout = 0.6, ein = 0.01, gin = gout = 0◦, itot = 85◦, m1 = 1M⊙, m2 = 0.001M⊙, m3 = 104M⊙
とし、ain/R

g
1 = 104, aout/R

g
3 = 202とした。ここで、Rg

1, Rg
3はそれぞれ Inner binaryとOuter

binaryの重力半径であり、Rg
1 = k2(m1 + m2)/c

2, Rg
3 = k2m3/c

2である。すなわちこの系では、
近日点移動の時間スケールがKL時間に比べて十分短い

(
t1pN
a−2
in

≪ tKL

)
。

　 　



Chapter 4

様々な時間スケール

ここでは、中心に中間質量ブラックホールをもつ球状星団における様々な時間スケールについ
て述べる。3.6節で述べたように、Kozai-Lidov機構による離心率や相互 Inclinationの振動の周期
やOctupole振動の周期よりも短い時間スケールで起こる力学的作用や効果が、KL振動の様子を
大きく変化させることがある。本章では、Kozai-Lidov機構による離心率や相互 Inclinationの振
動に影響を与えうる様々な時間スケールを紹介する。なお、本章では、cは光速、Gは万有引力定
数を表す。

4.1 軌道周期 (Orbital period)

軌道周期 P を求める (Valtonen and Karttunen 2006)。面積速度 (式 (2.23))より、

dA =
1

2
k dt (4.1)

である。軌道長軸半径を a、軌道短軸半径を bとすると、楕円の面積は πabであるから、

πab =
1

2
kP (4.2)

が成り立つ。ここで、eを用いて b = a
√

1 − e2と表され、また、式 (2.24)より k =
√
aGM(1 − e2)

であるから、軌道周期 P は、

P = 2π

√
a3

GM
(4.3)

と求められる。

4.2 緩和時間 (Relaxation time)

天体数N、半径Rの星団中を、星団における典型的な速度 vで運動する天体の緩和時間を求
める (Binney and Tremaine 2008) 。緩和時間 (Relaxation time)とは、ある天体が星団内で十分
に散乱されるまでの時間である。
ある質量mの天体 (Subject starとする)を基準として座標をとる。Subject starに衝突径数

bで、速度 v(|v| = vとおく)をもつ質量mの別の天体 (Field starとする)が衝突することを考え

52
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る (図 4.1)。このときの Field starの速度変化 δvを見積もる。簡単のために、|δv|/v ≪ 1、また、
Field starは短い衝突時間の間は動かないと考える。
このとき、Field starが Subject starから受ける力の，速度 vに並行な成分は足し合わされて 0と
なるので、速度変化 δvは δv ⊥ vを満たす。

図 4.1: Field starが Subject starに速度 v、衝突径数 bで接近する様子 (Binney and Tremaine
2008 の Fig1.5を引用)

　 　

2つの天体が最も接近する時刻を 0とすると、時刻 tで Field starが受ける力 F⊥は、図 4.1の
表記を用いて、

F⊥ =
Gm2

r2
cos θ

=
Gm2

b2 + x2
b√

b2 + x2

=
Gm2

b2

[
1 + (

vt

b
)2
]−3/2

(4.4)

である。これより、衝突による Field starの速度変化の大きさ |δv|は、

|δv| =
1

m

∫ ∞

−∞
F⊥ dt

=
Gm

b2
1

m

∫ ∞

−∞

[
1 + (

vt

b
)2
]−3/2

dt

=
Gm

bv

∫ ∞

−∞

ds

(1 + s2)3/2

=
2Gm

bv

(4.5)

次に、これを星団に適用する。星団の半径を R、星団中の天体の数をN とすると、ある天体
(Starとする)が星団を横切る間に、衝突径数 b ∼ b+ dbで衝突する天体の数 δnは、星団における
天体の面密度N/πR2を用いて、

δn =
N

πR2
2πb db =

2N

R2
b db (4.6)
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となる。これらのそれぞれの衝突で Starの速度は式 (4.5)の摂動を受ける。摂動の向きはランダ
ムなので、Starの平均速度変化は 0であるが、速度変化の平方は 0ではない。よって、星団を横
切る間の Starの速度変化の平方の総和は、∫ bmax

bmin

|δv|2 × δn =

∫ bmax

bmin

(
2Gm

bv

)2

× 2N

R2
b db

= 8N

(
Gm

vR

)2 ∫ bmax

bmin

db

b

= 8N

(
Gm

vR

)2

ln

(
bmax

bmin

) (4.7)

となる。ここで、衝突径数の最小値を bminとし、最大値を bmaxとした。bmaxを星団の直径 2R、
bminを

1

2
mv2 =

Gm2

bmin
. (4.8)

によって定義すると、

ln

(
bmax

bmin

)
= ln

(
2R
2GM
v2

)

= ln

(
v2

R

Gm

) (4.9)

となる。
このように 2体の衝突による効果の累積が Starの速度の拡散を引き起こす。この過程をしばしば
2体緩和と呼ぶ。

ここで、Starが星団を nrelax回横切ったときの Starの速度変化の平方の総和が v2程度になる
とすると、式 (4.7)と式 (4.9)を用いて、

8N

(
Gm

vR

)2

ln

(
v2

R

Gm

)
× nrelax ≃ v2 (4.10)

となる。したがって、この系の緩和時間 trelaxは、nrelaxと、Starが星団を1回横切る時間 tcross ≃ R/v

を用いて、
trelax = nrelaxtcross

≃ v2 ×

[
8N

(
Gm

vR

)2

ln

(
v2

R

Gm

)]−1

× R

v

=
v4R2

8NG2m2 ln
(
v2 R

Gm

) × R

v

(4.11)

となる。ここで、典型的な速度 vは星団の縁を円軌道で周回する天体の速度におおよそ等しいの
で、星団の縁の天体の力の釣り合いから、

v2 ≃ GNm

R
(4.12)
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である。この関係を用いて式 (4.11)を整理すると、この系の緩和時間は、

trelax ≃ N

8 lnN
× R

v
(4.13)

となる。

4.3 分離時間 (Evaporation time)

分離 (Evaporation)とは、連星が、通過する天体との相互作用によって引き離されることであ
る。分離時間 (Evaporation timescale)とは、ある星団に存在する連星が通過する天体によって分
離するまでの時間である。詳細な導出は省くが、分離時間は星団の密度 ρと速度分散 σ に反比
例し、

tev =

√
3σ

32
√
πGρain ln(Λ)

m1 + m2

mavg
(4.14)

である (e.g. Binney and Tremaine 2008, Alexander and Pfuhl 2014)。ここで、 ainは連星の長軸
半径であり、mavg は星団中の天体の平均質量である。また、

Λ = 2
2ainM

(m1 + m2)(1 + α)r
(4.15)

とおいた (Alexander and Pfuhl 2014)。ここで、星団の中心に十分大きい天体 (中間質量ブラック
ホールなど)が存在すると仮定し、その質量をM とおいた。
星団の密度 ρは、定数 αと星団中心からの距離 rを用いて、

ρ(r) = ρ0

(
r

r0

)−α

(4.16)

と書ける。なお、ρ0 は星団中心から距離 r0における密度である。
また、速度分散 σは

σ(r) =

√
GM

r(1 + α)
(4.17)

である。

4.4 捕獲時間 (Capture time)と遭遇時間 (Encounter time)

中心に中間質量ブラックホール (IMBH)をもつ星団を考える。このような星団では、中心付近
に存在する恒星質量ブラックホール (SBH)が中間質量ブラックホールに束縛されている場合が多
い。実際、SBHが IMBHに束縛されるまでの時間は、直接N体計算コードによるシミュレーショ
ンで、総質量が 2.0 × 104 ∼ 8.0 × 104 M⊙の星団では 100 Myr程度以下と示されている (Leigh

et al. 2014)。
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この束縛されるまでの過程には 2種類ある (Fragione and Bromberg 2019)。1つ目は、IMBH

が SBHを重力波放出によって捕獲するプロセスである。このプロセスによって SBHが IMBHに
捕獲される時間を捕獲時間 (Capture time)とよび、これは

τ2, cap = 1.6

(
105pc−3

n

)(
30M⊙
MSBH

)11/7

×
(

1000M⊙
MIMBH

)12/7 ( σd
10 km s−1

)11/7
Myr (4.18)

と見積もられている (Miller 2002)。ここで、MSBHは SBHの質量、MIMBHは IMBHの質量であ
る。また、σ2

dは星団の速度分散である。
2つ目のプロセスは、恒星質量ブラックホール連星 (SBHB)が IMBHに接近し、潮汐力によっ

て SBHBが分離され、そのうちの 1つを IMBHが捕獲するというものである。このプロセスに
よって SBHが IMBHに捕獲される時間を遭遇時間 (Encounter timescale)とよび、これは、

τ3,enc = 0.6

(
0.1

η

)(
1000 M⊙
MIMBH

)(
105 pc−3

n

)( σd
10 kms−1

)(10 AU

aSBHB

)
Myr (4.19)

と見積もられている (Miller 2002)。ここで、ηは SBHが連星になっている割合を表し、nは星団
の数密度を表す。また、aSBHBは SBHBの長軸半径を表す。

4.5 重力波による合体時間スケール

Peters (1964)は、2つの質点からなる連星系から放出される重力波を考えること (Peters and

Mathews 1963)により、連星の合体時間を求めている。
まず、Peters and Mathews (1963)によって、連星系から放出される重力波の総エネルギー P

は、

P =
8

15

G4

c5
m2

1m
2
2(m1 + m2)

a5(1 − e2)5
(1 + e cosϕ)4

[
12(1 + e cosϕ)2 + e2 sin2 ϕ

]
(4.20)

と求められている。ここで、m1, m2はそれぞれ 1体目、2体目の質量、aは軌道長軸半径、eは
軌道離心率、rは 1体目に対する 2体目の距離、ϕは真近点角 (True anomaly)であり、これらは、

r =
a(1 − e2)

1 + e cosϕ

ϕ̇ = ω0

(
1 − e2

)− 3
2 (1 + e cosϕ)2

(4.21)

をみたす。ここで、ω0 =
√

G(m1+m2)
a3

とおいた。
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式 (4.20)を一周期で平均すると、式 (4.21)を用いて、

⟨P ⟩ =
1

T

∫ T

0
P (ϕ)dt

=
ω0

2π

∫ 2π

0

dϕ

ϕ̇
P

=
ω0

2π

∫ 2π

0

dϕ

ω0(1 − e2)−
3
2 (1 + e cosϕ)2

8

15

G4

c5
m2

1m
2
2(m1 + m2)

a5(1 − e2)5
(1 + e cosϕ)4

[
12(1 + e cosϕ)2 + e2 sin2 ϕ

]
=

8

15

G4

c5
m2

1m
2
2(m1 + m2)

a5(1 − e2)
7
2

1

2π

∫ 2π

0
dϕ(1 + e cosϕ)2

[
12(1 + e cosϕ)2 + e2 sin2 ϕ

]
=

32

5

G4

c5
m2

1m
2
2(m1 + m2)

a5(1 − e2)
7
2

(
1 +

73

24
e2 +

37

96
e4
)

(4.22)

となる。これは連星系のエネルギーEの時間変化と大きさが等しく、符号は逆である。したがっ
て、連星系のエネルギーEの時間変化は、

〈
de

dt

〉
= −32

5

G4

c5
m2

1m
2
2(m1 + m2)

a5(1 − e2)7/2

(
1 +

73

24
e2 +

37

96
e4
)

(4.23)

となる。また、Peters (1964)は同様にして連星系の角運動量の時間変化を、

〈
dL

dt

〉
= −32

5

G7/2

c5
m2

1m
2
2(m1 + m2)

1/2

a7/2(1 − e2)2

(
1 +

7

8
e2
)

(4.24)

と求めている。ここで、連星系のエネルギーと角運動量は、

a = −G
m1m2

2E

L2 = G
m2

1m
2
2

m1 + m2
a(1 − e2)

(4.25)

をみたす (Appendix.A.1を参照)。式 (4.23)∼式 (4.25)を用いて軌道長軸半径 aの時間変化を求め
ると、

〈
da

dt

〉
= −G

m1m2

2
×
(
− 1

E2

)〈
de

dt

〉
= G

m1m2

2
×
(

2a

Gm1m2

)2〈de

dt

〉
= −64

5

G3

c5
m1m2(m1 + m2)

a3(1 − e2)7/2

(
1 +

73

24
e2 +

37

96
e4
) (4.26)
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となる。同様に軌道離心率の時間変化を求めると、〈
de

dt

〉
=

1

2ae

[
(1 − e2)

〈
da

dt

〉
− 2

√
a(1 − e2)

m1 + m2

Gm2
1m

2
2

〈
dL

dt

〉]

= −32

5

G3m1m2(m1 + m2)

c5a4
1

e(1 − e2)5/2

[(
1 +

73

24
e2 +

37

96
e4
)
−
(
1 − e2

)(
1 +

7

8
e2
)]

= −32

5

G3m1m2(m1 + m2)

c5a4
1

e(1 − e2)5/2
76

24
e2
(

1 +
121

304
e2
)

= −304

15

G3m1m2(m1 + m2)

c5a4(1 − e2)5/2
e

(
1 +

121

304
e2
)

(4.27)

となる。したがって、式 (4.26)と式 (4.27)より、2体が合体に至るまでの連星の軌道長軸半径と
軌道離心率の関係を求めることができ、〈

da

de

〉
=

〈
da

dt

〉
/

〈
de

dt

〉
=

12

19

a

e

(
1 + 73

24e
2 + 37

96e
4
)

(1 − e2)
(
1 + 121

304e
2
) (4.28)

となる。これより、軌道長軸半径 aを軌道離心率 eの関数として表すことができる。式 (4.28)を
変数分離をして辺々積分すると、∫ a

a0

da

a
=

∫ e

e0

12

19

de

e

(
1 + 73

24e
2 + 37

96e
4
)

(1 − e2)
(
1 + 121

304e
2
) (4.29)

より、

ln

(
a

a0

)
=

[
− ln

(
1 − e2

)
+

12 ln(e)

19
+

870 ln
(
121e2 + 304

)
2299

]e
e0

=

[
ln

(
304 e12/19

[
1 + 121

304e
2
]870/2299

(1 − e2)

)]e
e0

= ln

[(
e12/19

[
1 + 121

304e
2
]870/2299

(1 − e2)

)
/

(
e
12/19
0

[
1 + 121

304e
2
0

]870/2299
(1 − e20)

)]
(4.30)

となる。ここで、軌道長軸半径の初期値を a0、軌道離心率の初期値を e0とした。したがって、軌
道長軸半径 aを軌道離心率 eの関数として表すと、

a(e) =
c0e

12/19

(1 − e2)

[
1 +

121

304
e2
]870/2299

(4.31)

と求められる。ここで、

c0 =
a0(1 − e20)

e
12/19
0 [1 + 121

304e
2
0]
870/2299

(4.32)
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とおいた。式 (4.31)を式 (4.27)に代入すると、〈
de

dt

〉
= −304

15

G3m1m2(m1 + m2)

c5 (1 − e2)5/2
e

(
1 +

121

304
e2
)
× 1

a4

= −19

12

β

c40(1 − e2)5/2
e

(
1 +

121

304
e2
)
× (1 − e2)4

c40e
48/19

[
1 +

121

304
e2
]−3480/2299

= −19

12

β

c40

e−29/19(1 − e2)3/2

[1 + (121/304)e2]1181/2299

(4.33)

が得られる。ここで、

β =
64

5

G3m1m2(m1 + m2)

c5
(4.34)

とおいた。したがって、この連星系の重力波放出による合体時間 T (a0, e0)は、式 (4.33)を用いて、

T (a0, e0) =

∫ e0

0

de〈
de
dt

〉
=

12

19

c40
β

∫ e0

0
de

e29/19[1 + (121/304)e2]1181/2299

(1 − e2)3/2

(4.35)

と求められる。これは，e0が十分小さいとき、

T (a0, e0) ≈
c40
4β

e
48/19
0 (4.36)

となり，e0が 1に近いときには

T (a0, e0) ≈
768

425

a40
4β

(
1 − e20

)7/2
(4.37)

と近似できる。



Chapter 5

球状星団中の階層的3体系

本研究では、宇宙に多数存在すると考えられる球状星団中心の中間質量ブラックホールとそ
の周辺の恒星質量ブラックホール連星から成る階層的 3体系に着目する。本章では、まず、5.1節
∼5.3節で本研究に重要となる先行研究の内容を述べる。次に、5.4節で本研究の手法を、5.5.1節、
5.5.2節、5.5.3節、5.5.4節で本研究の結果を述べる。最後に、5.6節で本研究の結果についての議
論とその結論を述べる。

5.1 Kozai-Lidov機構による合体

階層的 3体系における恒星質量ブラックホール連星 (Inner binary)のKL機構による合体には
2つのタイプがあることが知られている。1つ目のタイプは、One Shot合体と呼ばれ、KL振動 1

周期の間に合体するものである。もう 1つのタイプは、Smooth合体と呼ばれ、KL振動の周期よ
り長い時間スケールでゆっくりと重力波を放出しながら合体するものである。そのため、Smooth

合体は時には 109 yr以上かけて合体する場合もある。ある階層的 3体系の Inner binaryである恒
星質量ブラックホール連星がどちらの合体にいたるかは、その離心率のとりうる最大値 ein,maxの
値によって決まる (Su et al. 2021)。

One Shot合体では、KL振動 1周期の間に Inner binaryから放出される重力波のエネルギーが
Inner binaryの軌道エネルギーと同等の大きさとなった時に起こる。KL振動 1周期の間に Inner

binaryから放出される重力波のエネルギーが Inner binaryの軌道エネルギーに等しくなる時の
Inner binaryの離心率を ein,OSとすると、その値は Su et al. (2021)により、

1 − ein,os ≈ 3 × 10−6

(
m1 + m2

50M⊙

)7/6(q/(1 + q)2

1/4

)1/3

×
(

m3

30M⊙

)−1/3 ( aout,eff
3600AU

)( ain
100AU

)−11/6
(5.1)

と見積もられている。ここで、q = m2/m1 とおき、また、aout,eff = aout
√

1 − a2out とおいた。
ein,max > ein,OSとなるような系では、One Shot合体が起こる。

Smooth合体では、多数のKL振動の間に少しずつ重力波を放出し、時間をかけて最終的に軌

60
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道エネルギーを失い、合体に至る。ここで、軌道エネルギー（長半径）の時間変化〈
d ln a

dt

〉
= − 1

tGW,0

〈
1 + 73e2/24 + 37e4/96

j7(e)

〉
≡ −425/96

tGW,0

1

j6 (ein,eff)
,

(5.2)

によってKL振動の有効最大離心率 ein,eff を定義する。上式では j(e) =
√

1 − e2とおいた。また、
tGW,0は長軸半径 ain離心率 0の連星が合体するまでの時間であり、

t−1
GW,0 =

64

5

G3m1m2(m1 + m2)

c5a4in
(5.3)

と見積もられている (Peters 1964)。このとき、ちょうど宇宙年齢に相当する Hubble時間で合体
に至る場合 (すなわち式 (5.2)において 〈d ln a

dt

〉
= −(10 Gyr)−1 である場合)の有効最大離心率を

ein,eff,cとすると、その値は Su et al. (2021)により、

1 − ein,eff,c ≈ 10−4

(
m1 + m2

50M⊙

)(
q/(1 + q)2

1/4

)1/3 ( ain
100AU

)−4/3
(5.4)

と見積もられている。ein,eff > ein,eff,cとなるような系では、Smooth合体が起こる。
One Shot合体の例を図 5.1に、Smooth合体の例を図 5.2に示す。これらの結果は本研究で用い

た摂動計算コード OKINAMI (Secularコード, 5.4.1節を参照)によるシミュレーションで得られた
ものである。どちらの図でも、上段に Inner binaryの離心率の時間進化を、中段に相互 Inclination

の時間進化を、下段に Inner binaryの長軸半径の時間進化を示している。また、中段における黒
点線は 90◦を表す。図 5.1では、One Shot合体の場合は合体の直前まで長軸半径 ainの値が変化
していないため、合体時に Inner binaryの離心率 einが急激に大きくなり、重力波を一気に放出し
て短時間の間に合体することがわかる。一方図 5.2では、Smooth合体の場合は、KL振動によっ
て Inner binaryの離心率 einが極大値をとるたびに長軸半径 ainが小さくなっており、少しずつ重
力波を放出していることがわかる。さらに、図 5.2の系の場合には、合体時間が 9.0 × 107年程度
となっており、Smooth合体は非常に長時間かけて起こることがあるということを示している。
このように Smooth合体では、時には 108年程度もかけてゆっくり合体することがあるが、直

接N 体計算コードを用いて 108や 109年以上のシミュレーションを行うことは様々な技術的問題
により、一般的に困難である。

5.2 初期条件による Inner binaryの最大離心率の違い
3.3.1節で述べたように、Inner binaryのArguments of periapse ginのとりうる値による力学

的挙動には、Librationと Rotationの 2種類がある。Librationとは、gin がある固定点付近の値
しかとらない場合であり、このとき Inner binaryの近点は軌道平面上のある地点と中心に振動す
る。Rotationとは、gin が 0 ∼ 2π の全ての値をとる場合であり、このとき Inner binaryの近点
は軌道平面上でぐるぐると回転する。TPQ近似のもとでは、この 2つの状態の境界は Libration

constant CKL(式 (3.90)で表され、CKL < 0のときは Libration、CKL > 0のときはRotationであ
る (Antognini 2015)。本節では、Inner binaryの Arguments of periapseと相互 Inclinationの初
期値による Inner binaryの離心率の最大値の違いについて述べる。
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図 5.1: One Shot合体の例: 上段に Inner binaryの離心率の時間進化を、中段に相互 Inclination
の時間進化を、下段に Inner binaryの長軸半径の時間進化を示す。中段における黒点線は 90◦を
表す。この系の初期条件は、itot,0 = 62◦, ein,0 = 0.5, eout,0 = 0.5, ain,0 = 20 AU, aout,0 =
500 AU, m1 = 78 M⊙, m2 = 8 M⊙, m3 = 50 M⊙とした。この合体では、Inner binaryの長軸
半径 (下段)は合体直前まで変化しておらず、合体時の Inner binaryの離心率の急激な増幅により
短時間に重力波を放出して合体していることがわかる。この結果は本研究で用いた摂動計算コー
ド OKINAMI (Secularコード, 5.4.1節を参照)によるシミュレーションで得られた。
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図 5.2: Smooth合体の例: 上段に Inner binaryの離心率の時間進化を、中段に相互 Inclinationの時
間進化を、下段に Inner binaryの長軸半径の時間進化を示す。中段における黒点線は 90◦を表す。
この系の初期条件は、itot,0 = 61◦, ein,0 = 0.5, eout,0 = 0.5, ain,0 = 20 AU, aout,0 = 500 AU, m1 =
78 M⊙, m2 = 8 M⊙, m3 = 50 M⊙とした。この合体では、Inner binaryの長軸半径 (下段)がKL
振動によって Inner binaryの離心率 einが極大値をとる度に小さくなっており、その際に少しず
つ重力波を放出していることがわかる。この系では、合体時間が 9.0 × 107年程度となっており、
Smooth合体では少しずつ重力波を放出することで非常に長い時間をかけて合体することがあると
いうことを示している。この結果は本研究で用いた摂動計算コード OKINAMI (Secularコード,
5.4.1節を参照)によるシミュレーションで得られた。
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5.2.1 Quadrupoleレベルの場合: 先行研究 Hamers (2021)

まず、Quadrupoleレベルでの、Inner binaryの Arguments of periapseと相互 Inclinationの
初期値による Inner binaryの離心率の最大値の違いについて述べる。

Hamers (2021)は Libration constant CKL(式 (3.90)をTest particle limitを外した場合に拡張
し、より厳密な Libration constant

CKL,γ ≡ 1

12

[
2 − Ĥq − 6(Θ − γ)2

]
= e2in,0

[
1 − 1

2
e2in,0γ

2 +
√

1 − e2in,0 γ cos itot,0 −
5

2

(
1 − cos i2tot,0

)
sin2 (gin,0)

] (5.5)

を得た。CKL と同様、CKL,γ < 0のときは Libration、CKL,γ > 0のときは Rotationである。こ
こで、

Θ ≡ Θ0 + γ
(
1 − e2in,0

)
(5.6)

γ ≡ 1

2

1√
1 − e2out

Lin

Lout
=

1

2

Lin

Gout

=
1

2

1√
1 − e2out

(
ain
aout

)1/2 m1m2

(m1 + m2)m3

(
m1 + m2 + m3

m1 + m2

)1/2 (5.7)

と定義した。なお、全角運動量保存則 (式 (3.84))より、Quadrupoleレベル (eout = constant)では、

cos itot =
Θ − γ

(
1 − e2in

)√
1 − e2in

(5.8)

が常に成立している。
LibrationとRotationを理解するためには、Inner binaryの離心率 einと cos ginの時間進化を

考えると良い。TPQ近似の場合には、エネルギー保存から

cos 2gin =
−Ĥq −

(
2 + 3e2in

) (
3 cos i2tot − 1

)
15e2in

(
1 − cos i2tot

) (5.9)

となる。図 5.3に TPQ近似のもとでの Inner binaryの離心率 einと cos ginの取りうる値の数例
を示す (Hamers 2021)。図 5.3では、Inner binaryのArguments of periapse ginを単に g、離心率
einを単に eと表している。異なる色は初期相互 Inclination itot,0の値の違いを示しており、実線
は Arguments of periapseの初期値 gin,0 を 0とした場合、点線は Arguments of periapseの初期
値 gin,0を π/2とした場合を表す。いずれの系でも、Inner binaryの離心率の初期値 ein,0は 0.5で
ある。
図 5.3において、gin,0 = 0とした場合 (実線)は、相互 Inclinationがどの初期値であっても、

Rotation(cos(g)が全ての値をとる)であり、さらに Inner binaryの離心率 einは cos(g) = 0で最
大値をとる。gin = π/2とした場合 (点線)は、相互 Inclinationの初期値が 90◦に近づくほど Inner

binaryの離心率 einの最大値が大きくなる。この場合は gin,0 = 0とした場合とは違い、初期相互
Inclinationが 40◦より大きい場合は Libration、小さい場合は Rotationとなっている。いずれの
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場合でも、Inner binaryの離心率 einが最大値をとるのは、cos(g) = 0の時であるが、gin,0 = 0の
場合 (実線)はどの初期相互 Inclinationでも Inner binaryの離心率の最大値が初期値よりも大きい
(ein,max > ein,0)のに対し、gin,0 = π/2の場合 (点線)は、初期相互 Inclinationが 90◦に遠い場合に
は Inner binaryの離心率の最大値が初期値を超えることができない。すなわち、Inner binaryの
離心率が初期値を超えて大きな値をとることができるのは、gin,0 = 0の場合と gin,0 = π/2の場合
かつ相互 Inclinationの初期値が 90◦に十分近い場合のみである。

図 5.3: TPQ近似のもとで Inner binaryの離心率 ein(縦軸)と cos gin(横軸)の取りうる値の例
(Hamers 2021の Figure 1を引用): この図では、Inner binaryの Arguments of periapse ginを単
に g、離心率 einを単に eと表している。異なる色は初期相互 Inclination itot,0の値の違いを示す。
実線は Arguments of periapseの初期値 gin,0 を 0とした場合、点線は Arguments of periapseの
初期値 gin,0 を π/2とした場合を表す。いずれの系でも、Inner binaryの離心率の初期値 ein,0 は
0.5である。gin,0 = 0とした場合は、相互 Inclinationがどの初期値であっても Rotationである。
gin = π/2とした場合は、相互 Inclinationの初期値が 90◦に近づくほど Inner binaryの離心率 ein
の最大値が大きくなる。この場合は gin,0 = 0とした場合とは違い、初期相互 Inclinationが 40◦よ
り大きい場合はLibration、小さい場合はRotationとなっている。いずれの場合でも、Inner binary
の離心率 einが最大値をとるのは、cos(g) = 0の時であるが、Inner binaryの離心率が初期値を超
えて大きな値をとることができるのは、gin,0 = 0の場合と gin,0 = π/2の場合かつ相互 Inclination
の初期値が 90◦に十分近い場合のみである。

　 　

次に、図 5.4にTest particle近似を外した場合のQuadrupole近似の Inner binaryの離心率 ein

と cos ginの取りうる値の数例を示す (Hamers 2021)。図 5.4では、Inner binaryのArguments of

periapse ginを単に g、離心率 einを単に eと表している。線の太さは γ の値の違いを表す。γ の
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値が変化することによって図 5.3で見られた傾向が大きく変化することはないが、γの値によって
Inner bianryの離心率の最大値や、gin,0 = π/2の場合 (点線)において LibrationとRotationを遷
移する初期相互 Inclinationの境界値が変化していることがわかる。初期相互 Inclinationが 90◦を
超えない場合 (Prograde, 図 5.4の上段)は、γ の値が大きくなるにつれて Inner bianryの離心率
の変化幅が小さくなっている。すなわち、Inner bianryの離心率の最大値が初期値よりも大きい
場合は最大値が小さくなり、初期値を超えない場合は最小値が大きくなっている。一方、初期相
互 Inclinationが 90◦を超える場合 (Retrograde, 図 5.4の下段)は、γ の値が大きくなるにつれて
Inner bianryの離心率の変化幅が大きくなっている。すなわち、Inner bianryの離心率の最大値が
初期値よりも大きい場合は最大値が大きくなり、初期値を超えない場合は最小値が小さくなってい
る。これに伴って、Inner binaryの離心率の最大値が初期値を超えない場合において、Librationと
Rotationを遷移する初期相互 Inclinationの境界値が変化していることがわかる (図 5.4の上図の
点線 40◦をみると、γ = 0の場合は Librationであるが、γ = 0.1, 0.2の場合はRotationであるこ
とがわかる)。すなわち、gin,0 = π/2の場合に同じ初期相互 Inclinationを固定した場合、γがある
値 γcritを超えると、系が LibrationとRotationを遷移することがわかる。この値 γcritはHamers

(2021)によって、

γcrit =
1

e2in,0

[√
1 − e2in,0 +

√
cos i2tot,0 + e2in,0

(
2 − 5 sin2 gin,0 − cos i2tot,0 + 5 cos i2tot,0 sin2 gin,0

)]
(5.10)

と見積もられている。
以上のように、Inner binaryのArguments of periapseと相互 Inclinationの初期値によって定

められる Inner binaryの運動状態 (Librationと Rotation)によって、Inner binaryの離心率の取
りうる値は大きく異なる。さらに、Test particle近似が外れた場合、すなわち γが大きいとき、こ
れらの 2状態を遷移する相互 Inclinationの初期値が変化する。

5.2.2 Octupole項による影響の考察
5.2.1節では、Inner binaryのArguments of periapseと相互 Inclinationの初期値による Inner

binaryの離心率の取りうる値についてQuadrupoleレベルの場合における先行研究 (Hamers 2021)

について述べた。一方、Octupoleレベルの場合の研究はこれまで行われていなかった。そこで本節
では、本研究における議論の準備として、Inner binaryのArguments of periapseと相互 Inclination

の初期値による Inner binaryの離心率の取りうる値について、Octupole項の影響を議論する。こ
こでは、摂動計算コード OKINAMI (Secularコード, 5.4.1節を参照)を用いて、3.0 × 107年まで
シミュレーションを行った。その時間進化の様子についてQuadrupoleレベルの場合とOctupole

レベルの場合の違いについて議論する。なお、この計算は一般相対論の効果を含まない。
図 5.5と図 5.6にTest particle近似のもとでの Inner binaryの離心率 einと cos ginの取りうる

値への Octupole項の影響の例を示す。 青線が TPQ近似の場合 (eout,0 = 0)、赤線が TPO近似
の場合 (eout,0 = 0.5)を示している。初期条件は ein,0 = 0.5, ain = 1 AU, aout = 30 AU, gout,0 =

0◦, m1 = m3 = 1 M⊙, m2 = 0.001 M⊙とし、図 5.5では gin,0 = 0◦、図 5.6は gin,0 = 90◦とした。
図 5.5では、左図、右図ともに gin,0 = 0◦ であり、Rotation 状態である。いずれの場合も、

Octupole振動によって、Inner binaryの離心率の取りうる値に幅が生じていることがわかる。相互
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図 5.4: Test particle近似を外した場合の Quadrupoleレベルの Inner binaryの離心率 ein(縦軸)
と cos gin(横軸)の取りうる値の例 (Hamers 2021の Figure 2を引用): この図では、Inner binary
の Arguments of periapse ginを単に g、離心率 einを単に eと表している。異なる色は初期相互
Inclination itot,0の値の違いを示す。実線はArguments of periapseの初期値 gin,0を 0とした場合、
点線は Arguments of periapseの初期値 gin,0 を π/2とした場合を表す。いずれの系でも、Inner
binaryの離心率の初期値 ein,0は 0.5である。また、線の太さは γの値の違いを表す。γの値が変
化することによって図 5.3で見られた傾向が大きく変化することはないが、γの値によって Inner
bianryの離心率の最大値が変化していることがわかる。初期相互 Inclinationが 90◦を超えない場
合 (Prograde)は、γの値が大きくなるにつれて Inner bianryの離心率の初期値と最大値の違いが
小さくなっている。初期相互 Inclinationが 90◦を超える場合 (Retrograde)は、γの値が大きくな
るにつれて Inner bianryの離心率の初期値と最大値の違いが大きくなっている。また、上図の点線
40◦において、γ = 0の場合は Librationであるが、γ = 0.1, 0.2の場合はRotationであり、γの値
によって gin,0 = π/2の場合で Librationと Rotationを遷移する初期相互 Inclinationの境界値が
変化していることがわかる。γの値によって状態が変化する場合には、上記で述べた Inner binary
の離心率の初期値と最大値の違いの傾向は成り立たない。
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Inclinationの初期値 itot,0が 39◦の場合 (左図)にはOctupole振動の影響によって Inner binaryの
離心率の最大値が大きくなっていることがわかる。一方、itot,0が 100◦の場合 (左図)にはOctupole

振動の影響により Inner binaryの離心率の最大値は変化しないことがわかる。相互 Inclinationの
初期値の初期値を itot,0 = 39◦, 40◦, 46◦, 70◦, 100◦, 120◦, 150◦, 170◦と変化させたところ、itot,0

が 90◦に近くなると、Octupole振動による Inner binaryの離心率の最大値の変化は起こらないこ
とが明らかとなった。

gin,0 = 0◦, itot,0 = 39◦ gin,0 = 0◦, itot,0 = 100◦

図 5.5: Test particle近似のもとでの Inner binaryの離心率 einと cos ginの取りうる値へのOctupole
項の影響の例: 青線が TPQ近似の場合 (eout,0 = 0)、赤線が TPO近似の場合 (eout,0 = 0.5)を示
す。初期条件は ein,0 = 0.5, ain = 1 AU, aout = 30 AU, gout,0 = 0◦, m1 = m3 = 1 M⊙, m2 =
0.001 M⊙とした。左図、右図ともに gin,0 = 0◦であり、Rotation状態である。いずれの場合も、
Octupole振動によって、Inner binaryの離心率の取りうる値に幅が生じていることがわかる。相互
Inclinationの初期値 itot,0が 39◦の場合 (左図)にはOctupole振動の影響によって Inner binaryの
離心率の最大値が大きくなっていることがわかる。一方、itot,0が 100◦の場合 (左図)にはOctupole
振動の影響により Inner binaryの離心率の最大値は変化しないことがわかる。相互 Inclinationの
初期値が 90◦に近くなると、Octupole振動によって Inner binaryの離心率の最大値は変化しない
ことが明らかとなった。

図 5.6では、itot,0 = 40◦の場合 (左図)と itot,0 = 100◦の場合 (真ん中の図)は Libration状態、
itot,0 = 150◦ の場合 (右図)は Rotation状態であった。図 5.5と同様、いずれの場合も Octupole

振動によって、Inner binaryの離心率の取りうる値にTPQ近似の場合の値まわりに幅が生じてい
ることがわかる。itot,0 = 40◦の場合 (左図)と itot,0 = 100◦の場合 (真ん中の図)ではTPQ近似と
TPQ近似で Inner binaryの最大離心率が一致しており、Libration状態の場合には、Octupole振
動によって Inner binaryの離心率の最大値は変化しないことが明らかとなった。一方、Rotation

状態の場合はOctupole振動の影響によって Inner binaryの離心率の最大値が大きくなっているこ
とがわかる。
以上より、まず、系がRotation状態の場合について、gin,0 = 0◦の場合には、itot,0が 90◦に近く

なるとOctupole振動によって Inner binaryの最大離心率は変化しなくなり、itot,0が 90◦に近くな
い場合にはOctupole振動によって Inner binaryの最大離心率が変化すること、さらに gin,0 = 90◦

の場合にもOctupole振動によって Inner binaryの最大離心率が変化することが明らかとなった。
次に、系が Libration状態の場合は、いずれも場合もOctupole振動によって Inner binaryの最大
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離心率は変化しないことが明らかとなった。

gin,0 = 90◦, itot,0 = 40◦ gin,0 = 90◦, itot,0 = 100◦ gin,0 = 90◦, itot,0 = 150◦

図 5.6: Test particle近似のもとでの Inner binaryの離心率 einと cos ginの取りうる値へのOctupole
項の影響の例: 青線が TPQ近似の場合 (eout,0 = 0)、赤線が TPO近似の場合 (eout,0 = 0.5)を示
す。初期条件は ein,0 = 0.5, ain = 1 AU, aout = 30 AU, gout,0 = 0◦, m1 = m3 = 1 M⊙, m2 =
0.001 M⊙とした。itot,0 = 40◦の場合 (左図)と itot,0 = 100◦の場合 (真ん中の図)は Libration状
態、itot,0 = 150◦の場合 (右図)はRotation状態である。図 5.5と同様、いずれの場合もOctupole
振動によって、Inner binaryの離心率の取りうる値にTPQ近似の場合の値まわりに幅が生じてい
ることがわかる。また、Libration状態の場合には、Octupole振動によって Inner binaryの離心
率の最大値は変化しないことが明らかとなった。一方、Rotation状態の場合はOctupole振動の影
響によって Inner binaryの離心率の最大値が大きくなっていることがわかる。

なお、Test particle近似を外した場合の影響はHamers (2021)と同様の結果が得られた。図 5.7

にTest particle近似を外した場合のOctupoleレベルの Inner binaryの離心率 einと cos ginの取り
うる値の例を示す。図 5.4の場合と同様、初期相互 Inclinationが 90◦を超えない場合 (Prograde)

には γの値が大きくなると Inner binaryの離心率の初期値と最大値の違いが小さくなっているこ
とがわかる。初期相互 Inclinationが 90◦を超える場合 (Retrograde)は、γの値が大きくなるにつ
れて Inner bianryの離心率の初期値と最大値の違いが小さくなっていることがわかる。さらに、
図 5.4と同様、γの値によって状態が変化する場合 (左上図)には、この傾向は成り立たないことが
確認できた。
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gin,0 = 0◦, itot,0 = 40◦ gin,0 = 0◦, itot,0 = 100◦

gin,0 = 90◦, itot,0 = 40◦ gin,0 = 90◦, itot,0 = 100◦

図 5.7: Test particle近似を外した場合のOctupoleレベルの Inner binaryの離心率 einと cos gin
の取りうる値の例: 赤線が TPO近似の場合 (γ = 0, m2 = 0.001 M⊙)、赤線が Test particle近
似を外した場合 (γ = 0.1, m2 = 2 M⊙)を示す。初期条件は ein,0 = 0.5, ain = 1 AU, aout =
30 AU, gout,0 = 0◦, m1 = m3 = 1 M⊙とした。図 5.4の場合と同様、図 5.4の場合と同様、初期
相互 Inclinationが 90◦を超えない場合 (Prograde)には γ の値が大きくなると Inner binaryの離
心率の初期値と最大値の違いが小さくなっていることがわかる。初期相互 Inclinationが 90◦を超
える場合 (Retrograde)は、γの値が大きくなるにつれて Inner bianryの離心率の初期値と最大値
の違いが小さくなっていることがわかる。さらに、図 5.4と同様、γの値によって状態が変化する
場合 (左上図)には、この傾向は成り立たない。

5.3 短周期の摂動による影響
3.2.1節で述べたように、階層的 3体系の階層構造が緩い場合には、3体目の位置による影響が

大きくなり、Outer binaryの軌道周期で平均化した Double averageと、Outer binaryの軌道周
期で平均化しない Single averageの場合で系の進化が大きく異なることがある。これは、Double

average手法では、Secular時間 (式 [3.99], Antognini 2015)より短い摂動を捉えることができない
ためである (Mangipudi et al. 2022)。特にこのような場合では、Inner binaryの離心率の最大値
ein,maxの値や、Inner binaryの 2体が合体に至るほど大きな離心率をとることのできる初期相互
Inclinationの値の範囲が変化する。Grishin et al. (2018)は TPQ近似のもとでの Single average

の場合の Inner binaryの離心率の最大値 ein,max を、Mangipudi et al. (2022)は Test particle近
似を外したQuadrupole近似での Single averageの場合の Inner binaryの離心率の最大値 ein,max

を同様の手法によって求めた。以下では、Test particle近似を外した場合、かつ Quadrupole近
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似の Single averageの場合の Inner binaryの離心率の最大値 ein,maxの値と Inner binaryの 2体が
合体に至るほど大きな離心率をとることのできる初期相互 Inclinationの値の範囲について述べる
(Mangipudi et al. 2022)。

Luo et al. (2016)は、3体目の位置変化による効果が大きくなり、Double averageと Single

averageの進化に違いがでてくる場合、その効果の大きさを見積もるパラメータとして、

ϵSA =
Pout

2πτsec
=

(
ain

aout
(
1 − e2out

))3/2(
m2

3

(m1 + m2 + m3)(m1 + m2)

)1/2

(5.11)

を定義した。ここで、τsecは Secular時間 (式 (3.99))である。さらに、Double averageのPotential

と Single averageとした場合の Potentialの差、すなわち Single averageでのみ現れる力学挙動を
表す Potential

ΦSA (jin,z, ez, ein) = −ϵSAΦ0
27

64
jin,z

[
1 − j2in,z

3
+ 8e2in − 5e2z

]
(5.12)

を明らかにした。ここで、jin,z = jin cos itot =
√

1 − e2in cos itot, ez = ein sin gin sin itotであり、

Φ0 =
Gm3m1m2a

2
in

(m1 + m2)a3out
(
1 − e2out

)3/2 (5.13)

とおいた。なお、このPotentialを取り入れて導かれた軌道進化は、Nbodyコードの結果と一致す
ることが示されている (Luo et al. 2016)。
以上より、Single averageの場合に一般相対論の効果を取り入れたQuadrupole近似のPotential

は、

Φtot = ΦQuad + ΦSA + ΦGR (5.14)

となる。ここで、ΦQuadは Quadrupole近似の Potentialを表し、3章の Hamiltonian (式 (3.40))

より、

ΦQuad =
−Φ0

8

[
2 + 3e2in − 3

(
1 − e2in + 5e2in sin2 gin

)
sin2 itot

]
(5.15)

である。また、ΦGRは一般相対論の効果を表す Potentialであり、ここでは、最低次 1pNのみを
考える。このとき、一般相対論の効果を表す Potentialは、

ΦGR = −ϵGRΦ0
1(

1 − e2in
)1/2 (5.16)

である (e.g. Liu et al. 2015, Liu and Lai 2018)。ここで、ϵGRは一般相対論の効果の大きさを評
価するパラメータであり、

ϵGR =
3(m1 + m2)

(
1 − e2out

)3/2
m3

(
aout
ain

)3 G(m1 + m2)

c2ain
(5.17)

である。ϵGR ≫ 1の場合、KL振動は一般相対論の近日点移動の効果によって抑制される。



72 球状星団中の階層的 3体系

Inner binaryの離心率の最大値 ein,maxは、エネルギー保存則より、系の初期状態の Potential

Φiniと Inner binaryの離心率が最大値を取るときのPotential Φemaxが等しいことより求めること
ができる。系のパラメータの初期値を下添字 0で表すと、系の初期状態の Potential Φiniは、

Φini

Φ0
=

1

8

[
1 − 6e2in,0 − 3

(
1 − e2in,0

)
cos2 itot,0

]
− ϵGR

1

jin,0

− ϵSA
27

64
jin,z,0

(
1 − j2in,z,0

3
+ 3e2in,0 + 5e2in,0 cos2 itot,0

) (5.18)

となり、Inner binaryの離心率が最大値を取るときの Potential Φemaxは、

Φemax

Φ0
=

1

8

[
1 + 9e2in,max − 3j2in,min cos2 im − 15e2in,max cos2 im

]
− 27ϵSA

64
jin,min cos im

(
1 − j2in,min cos2 im

3
+ 3e2in,max

+ 5e2in,max cos2 im

)
− ϵGR

1

jin,min

(5.19)

となる。ここで、gin,0 = 0とし、Inner binaryの離心率が最大値を取るとき、gin = ±π/2とした。
また、imは Inner binaryの離心率が最大値を取るときの相互 Inclinationである。
ここで、ein,maxと独立な変数 imを消去するために、定数が一つ必要である。Test particle近

似を外した場合、jin =
√

1 − e2in cos itotはもはや定数ではない。しかし、現在Quadrupole近似
の場合を考えているため、3.4節の Flipの判定条件 K (式 (3.107))

K =
√

1 − e2in cos itot −
η

2
e2in

は定数である。従ってこれより、

cos im =
1

jin,min

(
K +

e2in,maxη

2

)
(5.20)

が得られる。ここで、Inner binaryの離心率の初期値が ein ≪ 1を満たすとすると、K ∼ cos itot,0

である。ここで、Flipの判定条件 K は Double averageの場合は Quadrupole近似で常に定数で
あるが、Single averageの場合はその定数値の周りを振動しており、平均的に定数となっている。
これによる Inner binaryの離心率の最大値 ein,maxへの影響は後に議論する。

ein ≪ 1の場合に、式 (5.20)を用いると、Φini = Φemaxより、

0 = − 5G2
max + j2in,min

(
3 − cos i0η − η2

4
e2in,max

)
+

3ϵSA
8

[
−
j2in,min cos3 i0

e2in,max

−
ηj2in,min

2
− 9j2in,minGmax

+G3
max

(
1

e2in,max

− 16

)]
+

8ϵGRjin,min

3e2in,max

(jin,min − 1) ,

(5.21)
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が得られる。これによって Inner binaryの離心率の最大値 ein,max を定めることができた。ここ
で、G = cos itot,0 + ηe2in,max/2とおいた。これによって求められた ein,maxは、TPQかつDouble

averageの場合は√1 − 5/3 cos2 itot,0となり、3章の結果と一致する。
先に述べたように、Flipの判定条件 Kは Single averageの場合はその平均値の周りを振動して

おり、これによって Inner binaryの離心率の最大値 ein,maxが変化する。この Kの振幅は、Haim

and Katz (2018)によって、

|∆K| = (1 + |K| η) ∆jin,z (5.22)

と見積もられている。ここで、∆jin,zは jin,zの振動の振幅である。これによる離心率の最大値の
変化 δe

ein,max + δe =

√
1 − (jin,min − δj)2 (5.23)

を求める。ここで、δjはK の振動による jinの変化である。今、ein ≪ 1であるから、

∆K2 = (cos im + jη) δj (5.24)

が成り立つ。
ここで、Grishin et al. (2018)やHaim and Katz (2018)により、∆jin,zは、

∆jin,z =
15ϵSA

8
e2in,max cos2 im (5.25)

と見積もられている。したがって、式 (5.22)、式 (5.24)、式 (5.25)より、δjを求めることができ、

δj =
1 + |K2| η√

3/5 + jin,minη

9

8
ϵSAe

2
in,max ≡ CϵSAe2in,max (5.26)

となる。これと式 (5.23)より、δe ≪ ein,maxであるから、

δe =
jin,min

ein,max
δj − (δj)2

2ein,max

= CϵSAein,max

(
jin,min −

e2in,max

2
CϵSA

) (5.27)

とK の振動による Inner binaryの離心率の最大値の変化 δeを求めることができた。
図 5.8は上記で求めた、初期相互 Inclination itot,0 に対する Inner binaryの離心率の最大値

ein,max である。図 5.8では初期相互 Inclination itot,0 を単に i0、Inner binaryの離心率の最大値
ein,maxを単に emaxと記している。図中の黒線はDouble averageの場合の Inner binaryの離心率
の最大値 ein,maxを、赤線は Single averageの場合の Inner binaryの離心率の最大値 ein,max + δe

を示している。赤線と黒線を比較すると、Single averageに現れる短周期摂動の効果の大きさを表
すパラメータ ϵSA(式 (5.11))の値が大きくなるほど、赤線は黒線よりも大きな離心率を取りうる
itot,0の範囲が広がっていることがわかる。また、緑はNbodyコード (TSUNAMI, 5.4.1節を参照)

でのシミュレーション結果を表しており、これらのうちバツが合体したものを示している。解析
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図 5.8: 初期相互 Inclinationに対する Inner binaryの離心率の最大値 (Mangipudi et al. 2022の
Figure 4を引用): この図では初期相互 Inclination itot,0を単に i0、Inner binaryの離心率の最大
値 ein,maxを単に emaxと記している。黒線はDouble averageの場合の Inner binaryの離心率の最
大値 emaxを、赤線は Single averageの場合の Inner binaryの離心率の最大値 ein,max + δeを示し
ている。また、緑は Nbodyコード (TSUNAMI, 5.4.1節を参照)でのシミュレーション結果を表
しており、これらのうちバツが合体したものを示している。Single averageに現れる短周期摂動の
効果の大きさを表すパラメータ ϵSA(式 (5.11))の値が大きくなるほど、赤線は黒線よりも大きな離
心率を取りうる itot,0の範囲が広がっていることがわかる。また、全ての例で Nbodyシミュレー
ションは赤線とよく一致していることがわかる。紫の点線は emax ≈

√
1 − (8ϵGR/9)2 (ϵGR ≪ 1)

を表す。
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的に求められた赤線、黒線と比較すると、黒線の領域を超えた領域でも合体が起きており、全て
の例でNbodyシミュレーションは赤線とよく一致していることがわかる。
図 5.8では、式 (5.27)において、δeが正の場合、すなわち Inner binaryの離心率が大きな値をと

る初期相互 Inclinationの値の範囲が広がる例をみた (Mangipudi et al. 2022)。一方、式 (5.27)にお
いて、δeは負にもなりうることがわかる。この例はTremaine (2023)によって示された。Tremaine

(2023)では、Brown’s Hamiltonianという、Single averageにのみ現れる効果を表すHamiltonian

を、Double averageの場合の Hamiltonianに付け加えるという手法を用いた。なお、ここでの
Brown’s HamiltonianはQuadrupoleレベルのみを考えた。

Brown’s Hamiltonianは、

HB =
9Gm1m2m

2
3a

7/2
in

16 (m1 + m2)
3/2 (m1 + m2 + m3)

1/2 a
9/2
out

(5.28)

×A (eout)
(
jin · Ĵout

)[
24e2in − 15

(
ein · Ĵout

)2
−
(
jin · Ĵout

)2
+ 1

]
(5.29)

+ C (eout)

{
(jin · Ĵout)

[
1 − 2 (jin · êout)2 −

(
jin · Ĵout

)2
+ 4e2in (5.30)

−10 (ein · êout)2 − 15
(
ein · Ĵout

)2]
− 20 (ein · êout) (jin · êout)

(
ein · Ĵout

)}
(5.31)

と求められている (Tremaine 2023)。ここで、êin, êoutはそれぞれ Inner binaryとOuter binary

の離心率ベクトル ein, eoutの向きの単位ベクトルであり、ĴoutはOuter binaryの軌道角運動量ベ
クトルの方向の単位ベクトルである。また、A (eout)は、

A (eout) = −
(
3 + 2e2out

)
12
(
1 − e2out

)3 (5.32)

である (Tremaine 2023)。また、C (eout)は定数D1, D2, D3を用いて、

C (eout) =
1(

1 − e2out
)3 [1

4
eout (eout −D1) −

1

2
D2 −

1

4
eoutD3

]
(5.33)

と求められており、3つの定数D1, D2, D3の取り方によってC (eout)が変わる (Tremaine 2023)。
ここで、3つの定数は

τ = f +
∞∑
i=1

Di sin if (5.34)

を満たし、τ は仮想時間 (Fictitious time)と呼ばれる。また、f はOuter binaryにおける 3体目
の真近点角 (True anomaly)である。

3つの定数の取り方として、一般的に物理学的振る舞いに基づいた 3つ方法が考えられている。
1つ目は、仮想時間 τ がOuter binaryの平均近点角 (Mean anomaly)に等しい場合である。この
時、3つの定数は、

D1 = −2eout (5.35)
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D2 =
2

e2out

[
1 −

(
1 − e2out

)1/2]2 [1

2
+
(
1 − e2out

)1/2]
(5.36)

D3 = − 2

e3out

[
1 −

(
1 − e2out

)1/2]3 [1

3
+
(
1 − e2out

)1/2]
(5.37)

と求められており、この場合の C (eout)は、

C (eout) =
1

12e2out
(
1 − e2out

)3 [4 (1 − e2out
)3/2 − 4 + 6e2out + 3e4out

]
(5.38)

である (Brouwer and Clemence 1961)。この場合の Brown’s Hamiltonian (式 (5.31))を HB1 と
する。

2つ目の取り方は、仮想時間 τ がOuter binaryにおける 3体目の真近点角 (True anomaly) f

に等しい場合である。この場合の 3つの定数はD1 = D2 = D3 = 0であり、C (eout)は、

C (eout) =
e2out

4
(
1 − e2out

)3 (5.39)

となる (Tremaine 2023)。この場合の Brown’s Hamiltonian (式 (5.31))をHB2とする。
3つ目の取り方は、Outer binaryにおける 3体目の真近点角 (True anomaly) f を用いて仮想

時間が τ = f + eout sin f と表せる場合である。この場合の 3つの定数はD1 = eout, D2 = D3 = 0

であり、このとき C (eout)は、

C (eout) = 0 (5.40)

となる (Tremaine 2023)。この場合の Brown’s Hamiltonian (式 (5.31))をHB3とする。
図 5.9はある系に対してDouble averageにおけるQuadrupoleレベルのHamiltonian ⟨⟨Hquad⟩⟩

を考慮した場合 (水色線)、Double averageにおけるOctupoleレベルのHamiltonian ⟨⟨Hquad + Hoct⟩⟩
を考慮した場合 (赤線)、Double averageにおけるOctupoleレベルのHamiltonian ⟨⟨Hquad + Hoct⟩⟩
に加え、Brown’s Hamiltonian (HB1(青線)もしくはHB2(緑線)もしくはHB3(紫線))を考慮した場
合、直接N 体計算コードでシミュレーションした場合 (3-body integration, 黒線)の系の進化の違
いを比較したものである。図 5.9の左パネルでは相互 Inclination itotの時間変化を、図 5.9の右パ
ネルでは Inner binaryの離心率 einの時間変化を示している。この系では、2体目をTest particle

とし、m1 = m3 = 1 M⊙, ein,0 = 0.2, eout,0 = 0.8, ain = 1 AU, aout = 30 AUとし、Inner binary

の軌道周期の 50000倍の時間まで計算を行った。
図 5.9より、Double averageにおけるOctupoleレベルの Hamiltonian ⟨⟨Hquad + Hoct⟩⟩を考

慮した場合 (赤線)では、相互 Inclinationが 90◦をまたいで変化する Flipが起きているのに対し、
Brown’s Hamiltonianを考慮した場合では Flipが起こらなくなっており、Inner binaryの離心率
の最大値も小さくなっていることがわかる。また、Brown’s Hamiltonianを考慮した場合が直接
N 体計算コードによるシミュレーション結果と一致しており、Brown’s Hamiltonianを考慮した
場合の方が正確に系の進化を追うことができていることがわかる。すなわち、この系では、Single

averageに現れる効果によって、相互 Inclinationが 90◦を跨いで変化する Flipが抑制され、Inner

binaryの最大離心率が小さくなっているということである。
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以上のように、Double averageでは見ることができないが Single averageでは現れる摂動によ
り、系によって、Inner binaryの離心率の最大値は大きくも小さくもなるということがわかった。
すなわち、この効果が Inner binaryの 2体の合体を触発したり、抑制したりするということを明
らかにした。

相互 Inclinationの時間変化 Inner binaryの離心率の時間変化
図 5.9: Single averageにのみ現れる効果による Inner binaryの離心率の最大値の抑制 (Tremaine
2023 の Figure 1 と Figure 2 を引用): 図中の inclination は相互 Inclination itot を、eccentric-
ityは Inner binaryの離心率 einを表す。水色線はDouble averageにおけるQuadrupoleレベルの
Hamiltonian ⟨⟨Hquad⟩⟩を考慮した場合、赤線はDouble averageにおけるOctupoleレベルのHamil-
tonian ⟨⟨Hquad + Hoct⟩⟩を考慮した場合、Double averageにおけるOctupoleレベルのHamiltonian
⟨⟨Hquad + Hoct⟩⟩に加え、青線は Brown’s Hamiltonian HB1 を、緑線はHB2 を、紫線はHB3 を
考慮した場合、黒線は直接N 体計算コードでシミュレーションした場合 (3-body integration)の
系の進化を表している。この系では、2体目を Test particleとし、m1 = m3 = 1 M⊙, ein,0 =
0.2, eout,0 = 0.8, ain = 1 AU, aout = 30 AUとし、Inner binaryの軌道周期の 50000倍の時間
まで計算を行った。赤線では相互 Inclinationが 90◦をまたいで変化する Flipが起きているのに対
し、Brown’s Hamiltonianを考慮した場合では Flipが起こらなくなっており、Inner binaryの離
心率の最大値も小さくなっていることがわかる。また、Brown’s Hamiltonianを考慮した場合が
直接 N 体計算コードによるシミュレーション結果と一致しており、この系では、Single average
に現れる効果によって、相互 Inclinationが 90◦を跨いで変化する Flipが抑制され、Inner binary
の最大離心率が小さくなっているということがわかる。

5.4 本研究の手法
本研究の手法について述べる。5.4.1節で本研究で用いた 2つのコードについて述べ、5.4.2節

で本研究における多数の系の初期条件の生成方法と計算終了条件及び合体条件について述べる。

5.4.1 摂動計算コードと直接N 体計算コードについて
本研究では、摂動計算 (Secular)コードと直接N 体計算 (Nbody)コードという 2つの種類の

コードを用いたシミュレーションを行う。摂動計算 (Secular)コードとは、3章で導いた軌道進化
の式に従って計算を行うシミュレーションコードである。このコードは Secular近似 (特にDouble
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average, 3.1.1節, 3.2.1節を参照)を採用しているため、計算時間が後述の Nbodyコードよりも
数百倍以上速い。そのため、階層的 3体系の 109 年以上の長期進化をも追うことができ、5.1節
の Smooth合体のような長時間かけてゆっくり合体するものを見つけることができる。しかし、
Secular近似を採用しているために Inner binaryやOuter binaryの軌道周期よりも短い時間スケー
ルで起きる力学的挙動は捉えることができないため、実際の進化とは異なった進化を予測してし
まうことがある。
一方、直接N 体計算 (Nbody)コードとは、3つの天体の力学的進化を追う数値シミュレーショ

ンであるが、近似を用いていないため、短周期の力学挙動や唐突な合体を捉えることができる。し
かし、このコードは計算時間が Secularコードに比較して非常に長くかかる点や計算誤差の蓄積
などの影響で、長期進化を追うことは非常に困難である。そのため、現在まで、2つのシミュレー
ションコードの両方で多数の全く同じ系に対して 3.0 × 107年までの長時間の進化を追い、それら
の結果の違いについて系統的に明らかにした研究はなかった。
本研究では、初めて、直接N 体計算コードと摂動計算コードの両方で多数の全く同じ系に対

して 3.0 × 107年までの長時間の進化を追い、結果を統計的に比較し、2つのコードでの結果の違
いを定量的に明らかにする。
本研究では、SecularコードとしてOKINAMIを、Nbodyコードとして TSUNAMIを用いた

(Trani 2020)。OKINAMIは従来の Secularコードと同様、Double averageの Secular近似を採用
している。また、OKINAMIは post-Newtonianの効果 1pN, 2pN, 2.5pNを含む。TSUNAMIは、
計算のタイムステップを離心率の関数として変化させるなどの様々な手法により、従来のNbody

コードよりも 2倍以上速く、非常に精度高く (エネルギー保存が従来の Nbodyコードよりも 106

倍程度高い精度で成立)系の進化を追うことができるため、長期の時間進化を追うことができる
Nbodyコードである。TSUNAMIの積分器はMikkola and Tanikawa (1999)のアリゴリズム的正
則化 (Algorithmic regularization)に基づき、近接遭遇 (Close encounter)や階層構造を持つ系、質
量差の大きい連星の進化を扱うことができる。さらに、TSUNAMIは一般相対論の効果を 2.5pN

まで含む。なお、2つのコードはともに、孤立した階層的 3体系の進化を追うことができる。

5.4.2 初期条件の生成と合体判定条件
本研究では、Secularコード (OKINAMI)と Nbodyコード (TSUNAMI)を用いて、多数の全

く同じ階層的 3体系に対してシミュレーションを行う。

初期条件の生成

系の初期軌道パラメータは次のように生成する。はじめに、Inner binaryの 2つの天体の質量
m1, m2はそれぞれ 3 ∼ 50太陽質量 (M⊙)の値をランダムに生成し、その値をそれぞれの質量と
する。値の生成には、PYTHONの random.uniform関数を用いる。Inner binaryは、球状星団の
中心にある中間質量ブラックホールの周辺に存在する恒星質量ブラックホール連星を想定してい
る。次に、3体目の質量 m3は 1000 M⊙, 10, 000 M⊙, 100, 000 M⊙と 3つの値を考える。これは
球状星団中心の中間質量ブラックホールを想定している。
Inner binaryとOuter binaryの離心率の初期値はThe thermal eccentricity distribution1 (f(e)de =

1https://joe-antognini.github.io/astronomy/thermal-eccentricities

random.uniform
https://joe-antognini.github.io/astronomy/thermal-eccentricities
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2ede)に従って、0.001 ∼ 0.999の間で生成する (Fragione and Bromberg 2019)。また、長軸半径の初
期値は、10 ∼ 200 AUの値をランダムに生成し、その値を Inner binaryの長軸半径、1000 ∼ 10000 AU

の値をランダムに生成し、その値をOuter binaryの長軸半径とする (Arca Sedda et al. 2021)。値の
生成には、PYTHONの random.uniform関数を用いる。Inclinationの初期値は、Kozai limit(3.2.4

節を参照)の範囲内である 40◦ ∼ 140◦の値をランダムに生成し、その値とする。また、Inner binary

とOuter binaryのArguments of periapse gin, goutと、Outer binaryの Longitudes of ascending

nodes houtは 0◦ ∼ 360◦の値をそれぞれランダムに生成し、それぞれその値を初期値とする。値の
生成には、PYTHONの random.uniform関数を用いる。ここで、Inner binaryと Outer binary

の Longitudes of ascending nodesには、hin − hout = πという関係が成り立つ。
以上のように生成した階層的 3体系のうち、階層的 3体系の安定性条件 (Mardling and Aarseth

2001, 3.5.2節を参照)を満たすもののみに対してシミュレーションを行った。シミュレーションを
行った階層的 3体系は、m3 = 1000 M⊙の場合は 13231個、m3 = 10, 000 M⊙の場合は 8277個、
m3 = 100, 000 M⊙の場合は 4520個であった。これらの系に対して SecularコードとNbodyコー
ドの両方でシミュレーションを行い、結果を比較した。なお、ここで選ばれた系の初期条件は全
て、Secular近似の妥当性 (式 (3.114))も満たすことを確認した。

合体判定条件と計算終了条件
天体間の距離 ain(1− ein)が 2つの天体の Schwarzschild半径の和の 5倍の距離より近くなると

一般相対論の効果が大きくなり post-Newtonian展開が妥当でなくなる。そのため、本研究では、
Inner binaryの 2つの天体の合体条件として、

ain(1 − ein) < 5(R1
S + R2

S) (5.41)

を採用する (Mangipudi et al. 2022)。ここで、R1
S, R2

Sはそれぞれ 1体目、2体目の Schwarzschild

半径であり、質量mの天体の Schwarzschild半径は、

RS =
2Gm

c2
(5.42)

で定義される。

計算終了条件は合体を検出した場合と、系の時刻がシミュレーション終了時刻を超えた時であ
る。シミュレーション終了時刻は、Nbodyコードに対しては 3.0 × 107年、Secularコードに対し
ては 1.0 × 109年とする。なお、5.5.1節では、Secularコードの結果として 3.0 × 107年までのシ
ミュレーション結果のみを用いている。すなわち、3.0 × 107年以上かけて合体したものは、5.5.1

節では合体しなかったものにカウントしている。

5.5 本研究の結果
本研究で得られた結果について述べる。5.5.1節で 2つのコードによる結果の違いを議論する。

その結果に基づいて、5.5.2節で初期条件において摂動計算 (Secular)コードの結果が妥当な領域
を特定し、長時間かけて合体する系を考慮した KL機構による合体のより詳細な質量比分布を予
測する。最後に、5.5.3節で 3体目の質量の質量比分布への影響を、5.5.4節で質量比の初期分布を
変化させた場合の影響を議論する。

random.uniform
random.uniform
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5.5.1 2つのコードにおけるシミュレーションの結果違い

本節では、5.4節の手法で得られた Secularコードによるシミュレーション結果とNbodyコー
ドによるシミュレーション結果の違いを議論し、初期条件において摂動計算 (Secular)コードの結
果が妥当な領域を特定する。
なお、本研究でm3 = 1000 M⊙ とした場合にシミュレーションした系の総数は N tot

1000 = 13231、
そのうち Secularコードで 3.0 × 107年以内に合体した系の数はNm,7

1000,S = 674、3.0 × 107年以上
1.0×109年以内に合体した系の数はNm,9

1000,S = 255、Nbodyコードで 3.0×107年以内に合体した系
の数はNm

1000,N = 970であった。本節では、m3 = 1000 M⊙とした場合の結果において、3.0× 107

年以内に合体したもの (Nm,7
1000,S と Nm

1000,N)のみを用いて議論する。
図 5.10と図 5.11は、摂動計算 (Secular)コードと直接N 体計算 (Nbody)コードを用いた計算

結果の比較を示しており、最終的に合体にいたる Inner binary に対して、その質量比 qの分布 (左
図)と合体時間分布 (右図)を示している。図 5.10では、全てのシミュレーションの数 N tot

1000に対
する割合を、図 5.11では、合体した系の数に対する割合 (Nm,7

1000,SまたはNm
1000,N)を示している。

図 5.10ではNbodyコードの方が合体する数が多くなっており、図 5.11の右図では合体時間分布
は 2つのコードで違いがないことがわかる。一方、図 5.10と図 5.11より、2つのコードでは質量
比 q分布に違いがあり、Nbodyコードの方が Secularコードよりも質量比分布 qが大きなものが
多くなっていることがわかる。以上のことから、2つのコードでは合体したものの合体時間が大き
く違うのではなく、合体するものが違う、すなわち合体数が違うと言うことがわかる。

質量比分布 (q = m2/m1) 合体時間分布
図 5.10: 摂動計算 (Secular)コードと直接N 体計算 (Nbody)コードを用いた計算結果。最終的に
合体にいたる Inner binary に対して、その質量比 qの分布と合体時間分布を示す。縦軸はシミュ
レーションした系の総数 (N tot

1000)に対する合体数の割合である。総じてNbodyコードの方が合体
する数が多く、また質量比分布も qが大きなものが多くなっている。

では、どのような系において2つのコードで合体するしないの違いが出たのだろうか。シミュレー
ションした系のうち、合体したものにおける軌道パラメータの初期値を調べると、相互 Inclination

の初期値 itot,0 と Inner binaryの Arguments of periapseの初期値 gin,0 の占める領域で、2つの
コードに大きな違いが出ていることが明らかとなった。図 5.12にそれぞれのコードで合体した系
の相互 Inclinationの初期値 itot,0と Inner binaryのArguments of periapseの初期値 gin,0を示す。
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質量比分布 (q = m2/m1) 合体時間分布

図 5.11: Secularコードと Nbodyコードを用いた計算結果。最終的に合体にいたる Inner binary
に対して、その質量比 qの分布と合体時間分布を示す。縦軸は合体した系の総数 (Nm,7

1000,Sまたは
Nm

1000,N)に対する合体数の割合である。Nbodyコードの方が Secularコードよりも質量比分布が q

が大きなものが多くなっている。また、合体時間分布は 2つのコードで違いがないことがわかる。
この結果と図 5.10より、2つのコードでは合体したものの合体時間が大きく違うのではなく、合
体するものが違う、すなわち合体数が違うと言うことがわかる。

図 5.12: 合体した系の相互 Inclinationの初期値と Inner binaryのArguments of periapseの初期
値: 点の色は Inner binaryの離心率の初期値 ein,0を表す。Secularコードでは itot,0 ≃ 90◦付近と、
gin,0 ≃ 0◦ ∼ 45◦, 134◦ ∼ 228◦, 295◦ ∼ 360◦付近に偏って分布している一方、Nbodyコードでは、
itot,0 ≃ 85◦ ∼ 95◦に幅を持って gin,0に対して一様に分布しており、さらに itot,0が 90◦に近くな
い領域でも、数密度は減るものの一様に分布していることがわかる。また、どちらのコードでも、
itot,0 ≃ 85 ∼ 95◦付近から外れた場所にあるものの ein,0は大きいことがわかる。
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図 5.12では点の色は Inner binaryの離心率の初期値 ein,0を表している。これらの図より、Secular

コードでは itot,0 ≃ 90◦付近と、gin,0 ≃ 0◦ ∼ 45◦, 134◦ ∼ 228◦, 295◦ ∼ 360◦付近に偏って分布し
ている一方、Nbodyコードでは、itot,0 ≃ 85◦ ∼ 95◦に幅を持って gin,0に対して一様に分布してお
り、さらに itot,0が 90◦に近くない領域でも、数密度は減るものの一様に分布していることがわか
る。また、Secularコードの場合もNbodyコードの場合も、itot,0 ≃ 85 ∼ 95◦付近から外れた場所
にあるものはいずれも、Inner binaryの離心率の初期値 ein,0が大きいことがわかる。
図 5.13は、図 5.12を SecularコードでもNbodyコードでも合体しなかったもの、Secularコー

ドでは合体しなかったがNbodyコードでは合体したもの、Secularコードでは合体したがNbody

コードでは合体しなかったもの、Secularコードでも Nbodyコードでも合体したもの、の 4つに
分類したものである。これより、Secularコードでは合体したが Nbodyコードでは合体しなかっ
たものは gin,0 ≃ 0◦ ∼ 45◦, 134◦ ∼ 228◦, 295◦ ∼ 360◦ 付近の領域に集中しており、Secular

コードでは合体しなかったが Nbodyコードでは合体したものは itot,0 ≃ 85 ∼ 95◦付近の領域や、
gin,0 ≃ 45◦ ∼ 134◦, 228◦ ∼ 295◦付近の領域に多くなっている。また、itot,0 = 88◦ ∼ 92◦付近の
領域では、SecularコードとNbodyコードともに合体していることがわかる。
では上記のような違いが出たのはなぜだろうか。図 5.14は、図 5.13と同様に 4つに分類した

ものを示しているが、点の色は Single averageにのみ現れる効果の影響の大きさ ϵSA(式 (5.11))を
表す。これより、2つのコードで結果が異なったもの (右上図と左下図)では、ϵSAの値が大きく、
Single averageでのみ現れる効果が大きくなっていることがわかる。このことから、上記のような
違いはDouble averageでは見られず Single averageに現れる短周期摂動による効果によるものだ
と結論づけた。なお、本研究でシミュレーションした系では ϵSA = 0.002 ∼ 0.15であった。5.3節
より、ϵSAが 0.03程度となると、短周期摂動の影響が大きくなってくる。

5.3節より、Single averageの場合に捉えることのできる、Secular時間より短い時間で起こる
摂動により、Inner binaryの離心率の最大値が変化することが明らかとなった。Secularコードで
は合体しなかったが Nbodyコードでは合体する、もしくはその逆の現象が起きたと考えられる。
Secular時間より短い時間で起こる摂動による影響は、5.2.1節における Inner binaryの離心率と
Arguments of periapse の時間進化を見ることで考察することができる。図 5.15∼図 5.17は、図
5.12∼図 5.14において黒星が示す系について Inner binaryの離心率とArguments of periapse の
時間進化を示したものである。
図 5.15は Secularコードでは合体したが、Nbodyコードでは合体しなかった系の離心率を示

す。(5.13と図 5.14の左下図の黒星)。この系の初期条件は、gin,0 = 20.8◦, itot,0 = 73.0◦, ein,0 =

0.36, eout,0 = 0.58であり、Inner binaryの質量比は q = 0.16であった。また、Octupole項の大き
さを表すパラメータの値 (式 (3.69))は |ϵoct| = 0.0091と大きい値であり、さらに Single averageの
大きさを表すパラメータの値は ϵSA = 0.021と大きな値であった。すなわち、この系はOctupole

項の影響と Secular時間より短い時間で起こる摂動の影響が大きいと考えられる。図 5.15よりこ
の系では、5.3節の図 5.9のように、Nbodyコードでは Secularコードの場合より Inner binaryの
離心率の最大値が小さくなっていることがわかる。
この系において、Outer binaryの離心率の初期値のみを eout,0 = 0と変更した場合では、Secular

コードと Nbodyコードにおける Inner binaryの離心率の最大値はほぼ一致したが、図 5.15と同
様に、Nbodyコードでは Secularコードの場合よりも様々な値の離心率やArguments of periapse

をとっていた。また、この系では gin,0 = 20.8◦であるから、Secularコードにおいて Rotation状



5.5 本研究の結果 83

図 5.13: 合体した系の相互 Inclinationの初期値と Inner binaryの Arguments of periapseの初
期値: 図 5.12を Secularコードでも Nbodyコードでも合体しなかったもの、Secularコードでは
合体しなかったが Nbodyコードでは合体したもの、Secularコードでは合体したが Nbodyコー
ドでは合体しなかったもの、Secularコードでも Nbodyコードでも合体したもの、の 4つに分類
したものを示す。Secularコードでは合体したが Nbodyコードでは合体しなかったもの (左下図,
Secular = 1,Nbody = 0)は gin,0 ≃ 0◦ ∼ 45◦, 134◦ ∼ 228◦, 295◦ ∼ 360◦付近の領域に集中してお
り、Secularコードでは合体しなかったが Nbodyコード (右上図, Secular = 0,Nbody = 1)では
合体したものは Secularコードでは合体したが Nbodyコードでは合体しなかったものと反対に、
itot,0 ≃ 85 ∼ 95◦付近の領域や、gin,0 ≃ 45◦ ∼ 134◦, 228◦ ∼ 295◦付近の領域に多くなっているこ
とがわかる。
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図 5.14: 合体した系の相互 Inclinationの初期値と Inner binaryのArguments of periapseの初期
値: 点の色は Single averageにのみ現れる効果の大きさ ϵSA(式 (5.11))を表す。図 5.13と同様、
SecularコードでもNbodyコードでも合体しなかったもの、Secularコードでは合体しなかったが
Nbodyコードでは合体したもの、Secularコードでは合体したがNbodyコードでは合体しなかっ
たもの、Secularコードでも Nbodyコードでも合体したもの、の 4つに分類したものを示してい
る。2つのコードで結果が異なったもの (右上図と左下図)では、ϵSAの値が大きいことがわかる。
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態となっており、5.2.1節、5.2.2節より、このような系では、cos gin = 0付近で初期値よりも大き
な離心率を取ることが可能である。実際、図 5.15の右図より、cos gin = 0付近で Secularコード
の場合には大きな離心率に達していることがわかる。したがって、この系においては、5.2.2節の
ように、Octupole振動による影響で Inner binaryの離心率の最大値が増大すること、さらにこの
増大が Secular時間より短い時間で起こる摂動により抑制されていることがわかる。

縦軸を einの線形プロットにした場合 縦軸を 1 − einの対数プロットにした場合
図 5.15: Inner binaryの離心率と Arguments of periapse の時間進化: Secularコードでは合体し
たが、Nbodyコードでは合体しなかった系の場合。この系の初期条件は、gin,0 = 20.8◦, itot,0 =
73.0◦, ein,0 = 0.36, eout,0 = 0.58であり、Inner binaryの質量比は q = 0.16であった。また、
Octupole項の大きさを表すパラメータの値 (式 (3.69))は |ϵoct| = 0.0091と大きい値であり、さら
に Single averageの大きさを表すパラメータの値は ϵSA = 0.021と大きな値であった。すなわち、
この系はOctupole項の影響と Secular時間より短い時間で起こる摂動の影響が大きいと考えられ
る。5.3節の図 5.9のように、Secular時間より短い時間で起こる摂動の影響で、Nbodyコードで
は Secularコードの場合より Inner binaryの離心率の最大値が小さくなっていることがわかる。ま
た、この系では Secularコードの場合、Rotation状態となっており、Octupole項の影響による離
心率の増幅によって cos gin = 0付近で大きな離心率に達していることがわかる (5.2.2節を参照)。

以上より、Secularコードでは合体したが、Nbodyコードでは合体しなかった系が gin,0 ≃ 0◦ ∼
45◦, 134◦ ∼ 228◦, 295◦ ∼ 360◦付近の領域に集中しているのは、この領域の系はRotation状態で
あり cos gin = 0付近で初期値よりも大きな離心率を取ることが可能であるため、Octupole項の影
響により離心率の最大値が大きくなると、合体が触発されるためである。加えて、このような系
でかつ Secular時間よりも短い摂動による効果を見積もるパラメータ ϵSAの値が大きい場合、5.3

節の図 5.9のように Secular時間よりも短い摂動がOctupole項による離心率の増幅を抑えてしま
うということが明らかとなった。
次に、図 5.16と図 5.17は Secularコードでは合体しなかったが、Nbodyコードでは合体した

ものである (5.13と図 5.14の右上図の黒星)。図 5.16の系は gin,0 = 98.1◦, itot,0 = 55.4◦, ein,0 =

0.96, eout,0 = 0.12であり、Inner binaryの質量比は q = 0.15であった。また、Octupole項の大
きさを表すパラメータの値は |ϵoct| = 0.0034と図 5.15に比較して小さな値であり、さらに Single

averageの大きさを表すパラメータの値は ϵSA = 0.038と大きな値であった。
また、5.17の系は gin,0 = 88.8◦, itot,0 = 92.3◦, ein,0 = 0.26, eout,0 = 0.59であり、Inner binaryの
質量比は q = 0.58であった。また、Octupole項の大きさを表すパラメータの値は |ϵoct| = 0.0041
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と図 5.15に比較して小さな値であり、さらに Single averageの大きさを表すパラメータの値は
ϵSA = 0.026と大きな値であった。これら 2つの系は Secular時間より短い時間で起こる摂動の影
響が大きいが、図 5.15の系よりもOctupole項の影響は小さいことがわかる。実際、図 5.16と図
5.17より、この 2つの系は Secularコードでは Libration状態であり、Octupole項の影響による離
心率の増幅の影響は小さい (5.2.2節を参照)。Nbodyコードでは ginは制限された値のみではなく
全ての値を取っており、離心率が大きな値を取っていることがわかる。これは 5.3節の図 5.8と同
様に、Secular時間より短い時間で起こる摂動の影響によるものだと考えられる。
以上より、Secularコードでは合体しなかったがNbodyコードで合体したものでは、ϵSAの値

が大きく、Secular時間より短い時間で起こる摂動の影響によって、Libration状態が崩れて ginが
任意の値を取ることができるようになっていることが明らかとなった。さらに、それによって離心
率が大きな値を取ることができるようになり、これが合体を誘発していることが明らかとなった。

縦軸を einの線形プロットにした場合 縦軸を 1 − einの対数プロットにした場合
図 5.16: Inner binaryの離心率とArguments of periapse の時間進化: Secularコードでは合体しな
かったが、Nbodyコードでは合体した系の場合。この系では、gin,0 = 98.1◦, itot,0 = 55.4◦, ein,0 =
0.96, eout,0 = 0.12であり、Inner binaryの質量比は q = 0.15であった。Octupole項の大きさを
表すパラメータの値は |ϵoct| = 0.0034と図 5.15に比較して小さな値であり、さらに Single average
の大きさを表すパラメータの値は ϵSA = 0.038と大きな値であった。この系では、Secularコード
では Libration状態であり、Octupole項の影響による離心率の増幅の影響は小さい (5.2.2節を参
照)。Nbodyコードでは、Secular時間より短い時間で起こる摂動の影響により Libration状態が崩
れて ginが任意の値を取ることができるようになっており、それによって離心率が大きな値を取っ
ていることがわかる。

5.5.2 長時間合体を考慮した質量比分布の予測
本節では、5.5.1節の結果をふまえ、Secularコードと Nbodyコードの 2つの結果を用いて、

3.0 × 107年以上かけてゆっくりと合体するものを考慮した、KL機構による合体のより詳細な質
量比 q分布を予測する。まず、5.5.1節の結果より Secularコードが妥当な領域における長時間合
体を特定し、その結果を元に Secularコードが妥当な領域外における長時間合体を予測する。最後
に、予測された長時間合体と Nbodyコードにおける 3.0 × 107年までに起きた合体を合わせるこ
とで、長時間合体を考慮した質量比分布を予測する。
なお、本節では、Nbodyコードにおいては 3.0× 107年以内に合体したもの 、Secularコードにつ
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縦軸を einの線形プロットにした場合 縦軸を 1 − einの対数プロットにした場合
図 5.17: Inner binaryの離心率とArguments of periapse の時間進化: Secularコードでは合体しな
かったが、Nbodyコードでは合体した系の場合。この系では、gin,0 = 88.8◦, itot,0 = 92.3◦, ein,0 =
0.26, eout,0 = 0.59であり、Inner binaryの質量比は q = 0.58であった。Octupole項の大きさを
表すパラメータの値は |ϵoct| = 0.0041と図 5.15に比較して小さな値であり、さらに Single average
の大きさを表すパラメータの値は ϵSA = 0.026と大きな値であった。図 5.16の系と同様、この系
では Secularコードにおいて Libration状態であり、Octupole項の影響による離心率の増幅の影響
は小さい。Nbodyコードでは、Secular時間より短い時間で起こる摂動の影響により Libration状
態が崩れて ginが任意の値を取ることができるようになることで離心率が大きな値を取っているこ
とがわかる。

いてはについて 3.0 × 107年以上かつ 1.0 × 109年以内に合体したものについてのみ考慮する。こ
こで、参考に Secularコード、Nbodyコードで合体した全ての系の合体時間分布を図 5.18に示す。
1.0× 109年までのシミュレーションを行った Secularコードの結果では、多くの系が 3.0× 107年
以上かけて合体していることがわかる。
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図 5.18: Secularコードと Nbodyコードを用いた計算で、最終的に合体した全ての系の合体時間
分布: 青色のヒストグラムは Secularコードにおいて 1.0 × 109年以内に合体した全ての系の合体
時間の数分布を、オレンジのヒストグラムは Nbodyコードにおいて 3.0 × 107年以内に合体した
全ての系の合体時間の数分布を示す。1.0 × 109年までのシミュレーションを行った Secularコー
ドの結果では、多くの系が 3.0 × 107年以上かけて合体していることがわかる。

妥当な領域内における長時間合体の発見

5.5.1節より、相互 Inclinationと Arguments of periapseの初期値の図において、itot,0 ≃ 90◦

の領域を除く gin,0 ≃ 0◦ ∼ 45◦, 134◦ ∼ 228◦, 295◦ ∼ 360◦の領域にある系は、Secularコードでは
合体するが、Nbodyコードでは合体しない可能性が高いことが明らかとなった (図 5.13, 図 5.14)。

したがって、本研究では、Secularコードの結果が妥当な領域は 88◦ < itot,0 < 92◦の領域と、
45◦ < gin,0 < 134◦, 228◦ < gin,0 < 295◦ の領域であると結論づけ、Secularコードで 3.0 × 107

年以上かつ 1.0 × 109 年以内に合体した系のうち、88◦ < itot,0 < 92◦ の領域と、45◦ < gin,0 <

134◦, 228◦ < gin,0 < 295◦の領域の系のみが実際に起こる合体であるとする。なお、この Secular

コードの結果が妥当な領域は、Secularコードで合体したが Nbodyコードで合体しなかった系の
うち妥当な領域の範囲内にあるものの割合 Rerror

S1N0と SecularコードとNbodyコードの両方で合体
した系のうち妥当な領域外にあるものの割合 Rmiss

S1N1がともに最小化されるように決定した。最小
化された割合は、Rerror

S1N0 = 0.10、Rmiss
S1N1 = 0.43であった。

Secularコードの結果が妥当な領域における長時間合体 (合体時間が3.0×107年以上かつ1.0×109

年以下)した系の数は、Nm,long
1000,S = 37であった。ここで、Nbodyコードで 3.0 × 107年以内に合体

した系は除外した。図 5.19は、合体した系の相互 InclinationとArguments of periapseの初期値
を示した図 5.12に、Secularコードの結果が妥当な領域における長時間合体した系 (紫星)を付け
加えたものである。なお、点の色は合体時間を表す。
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図 5.19: 本研究で発見した長時間合体と Nbodyコードにおける合体: 図 5.12に示した系 (点)と
Secularコードの結果が妥当な領域における長時間合体した系 (紫星)を示す。点の色の違いは合体
時間を表す。なお、本研究における長時間合体は 3.0 × 107年以上かつ 1.0 × 109年以内に起きた
合体と定義する。また、Secularコードが妥当な領域は 88◦ < itot,0 < 92◦の領域と 45◦ < gin,0 <
134◦, 228◦ < gin,0 < 295◦の領域とする。ここで、Nbodyコードで 3.0× 107年以内に合体した系
は除外した。

また、図 5.20は、Nbodyで合体したもの (Nm
1000,N, オレンジのヒストグラム)と、図 5.19にお

いて紫星で示されている系 (Nm,long
1000,S , 紫色のヒストグラム)の質量比 qの数分布と合体時間の数分

布を示している。本研究での見積もりは、Secularコードで合体したが Nbodyコードでは合体し
ないものを最大限に除くため、Secularコードの結果が妥当な領域を狭く見積もっている。実際、
Secularコードで合体しかつ Nbodyコードで合体するもののうち 4割程度を見逃している。しか
しこの場合においても、図 5.20より、長時間合体は無視できない量 (∼ 4%)が存在することがわ
かる。

質量比 qの数分布 合体時間の数分布
図 5.20: 本研究で発見した長時間合体とNbodyコードにおける合体: 紫のヒストグラムは図 5.19
に紫星で示された系の質量比 qと合体時間の数分布 (総数Nm,long

1000,S )を、オレンジのヒストグラムは
Nbodyコードで合体した系の質量比 qと合体時間の数分布 (総数Nm

1000,N)を示している。発見さ
れた長時間合体はNbodyコードの結果に対して無視できない量 (∼ 4%)が存在することがわかる。
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妥当な領域外における長時間合体の外挿
次に、発見された Secularコードの結果が妥当な領域における長時間合体 (図 5.19の紫星)か

ら、Secularコードが妥当な領域外での長時間合体を外挿する。
外挿を行うために本研究では 2つの仮定をする。まず 1つ目は、本研究ではNbodyコードにお

ける合体したものの初期値分布 (図 5.19の右図, 図 5.20の左図のオレンジヒストグラム)が正しい
とし、長時間合体をする系の初期値分布はNbodyコードの結果に従うと仮定する。この過程をも
とに、Secularコードが妥当な領域外 (灰色の領域)における合体数を、(灰色の領域における合体
数)=(88◦ < itot,0 < 92◦以外の妥当な領域における合体数)×(灰色の領域の面積 / 88◦ < itot,0 < 92◦

以外の妥当な領域の面積) という式をもとに見積もる。これと、妥当な領域で発見された合体を合
わせたものを予測された長時間合体とする。

2つ目の仮定は、予測された長時間合体の数に対する、Secularコードが妥当な領域内におけ
る Secularコードで合体するが Nbodyコードでは合体しない系の割合と妥当な領域外における
SecularコードでもNbodyコードでも合体する系の割合が、3.0 × 107年までの結果におけるもの
と等しいとした。すなわち、3.0 × 107年までの結果において、Secularコードの結果が妥当な領
域内の合体から妥当な領域外の合体を外挿して実際の合体 (Nbodyコードにおける合体)を予測し
その結果を Nbodyコードで得られた合体と比較することで得られた予測された合体数に対する、
Secularコードが妥当な領域内における Secularコードで合体するが Nbodyコードでは合体しな
い系の割合と妥当な領域外における SecularコードでもNbodyコードでも合体する系の割合が長
時間合体においても保持されるとした。
図 5.21の左図に本研究で発見した Secularコードが妥当な領域内の長時間合体 (図 5.19の紫

星)の質量比 q分布を、右図に本研究で発見した Secularコードが妥当な領域内の長時間合体から
Secularコードが妥当な領域外での長時間合体を外挿し予測された長時間合体の質量比 q分布を示
す。ともに縦軸は総シミュレーション数 (N tot

1000)に対する合体数の割合、横軸は質量比 q (0 ≤ q ≤ 1)

である。右図におけるエラーバー (系統誤差)は、前述の 2つの過程を踏まえ、妥当な領域内にお
ける Secularコードで合体するがNbodyコードでは合体しない系を全て取り除くことができた場
合 (下限)と妥当な領域外における SecularコードでもNbodyコードでも合体する系を全て取り除
くことができた場合 (上限)により見積もった。なお、統計誤差は十分小さいとして考慮しない。

長時間合体を考慮した質量比分布の予測
本研究で発見した Secularコードが妥当な領域内の長時間合体から Secularコードが妥当な領

域外での長時間合体を外挿し予測された長時間合体の質量比 q分布と、3.0 × 107年までにNbody

コードで合体した系を合わせることで、長時間合体を考慮した KL機構による合体の質量比 q分
布を予測する。なお、Nbodyコードには系統誤差は存在しないとする。また、統計誤差は十分小
さいとして考慮しない。
図 5.22の左図に本研究で発見した Secularコードが妥当な領域内の長時間合体から Secular

コードが妥当な領域外での長時間合体を外挿し予測された長時間合体の質量比 q分布を、右図に
3.0 × 107年までに Nbodyコードで合体した系を示す。これらの 2つのヒストグラムを合わせる
ことで、球状星団における、長時間合体を考慮した KL機構による合体の質量比 q分布を予測す
る。予測された質量比 q分布を図 5.23に示す。縦軸は総シミュレーション数 (N tot

1000)に対する合
体数の割合 (fKLとおく)、横軸は質量比 q (0 ≤ q ≤ 1)である。
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妥当な領域内の長時間合体 予測された長時間合体
図 5.21: 長時間合体の予測: 左図に本研究で発見した Secularコードが妥当な領域内の長時間合体
(図 5.19の紫星)の質量比 q分布を、右図に本研究で発見した Secularコードが妥当な領域内の長
時間合体から Secularコードが妥当な領域外での長時間合体を外挿し予測された長時間合体の質
量比 q分布を示す。ともに縦軸は総シミュレーション数 (N tot

1000)に対する合体数の割合、横軸は
質量比 q (0 ≤ q ≤ 1)である。また、右図におけるエラーバーは、妥当な領域内における Secular
コードで合体するがNbodyコードでは合体しない系を全て取り除くことができた場合 (下限)と妥
当な領域外における SecularコードでもNbodyコードでも合体する系を全て取り除くことができ
た場合 (上限)により見積もった。

図 5.23より、KL機構によって誘発された合体は質量比 qが小さい (q < 0.4)合体を多く起こ
していることが明らかとなった。さらに、KL機構は質量比 qが小さい合体だけでなく、大きい合
体も多く引き起こすことが明らかとなり、KL機構によって誘発された合体は 0から 1の全ての質
量比をおおよそ同程度の割合で生成することが明らかとなった。これにより、KL機構により誘発
された合体は質量比が小さい合体をよく説明できることが明らかとなった。

5.5.3 3体目の質量を変えた場合
5.5.2節で明らかにした長時間合体を考慮した質量比 q分布について、3体目の質量を変えた場

合の変化を述べる。
3体目の質量は m3 = 1000 M⊙, m3 = 10000 M⊙, m3 = 100000 M⊙ の 3種類を考えた。

m3 = 1000 M⊙の場合のシミュレーション結果は 5.5.1節及び 5.5.2節で述べた通りである。m3 =

10000 M⊙とした場合にシミュレーションした系の総数はN tot
10000 = 8277、そのうち Secularコード

で 3.0× 107年以内に合体した系の数はNm
10000,S = 391、3.0× 107年以上 1.0× 109年以内に合体し

た系の数はNm,9
10000,S = 92、Nbodyコードで 3.0 × 107年以内に合体した系の数はNm

10000,N = 830、
さらに質量比分布の予測に使われた Secularコードで長時間合体した系の数は、Nm,long

10000,S = 2で
あった。m3 = 100000 M⊙ とした場合にシミュレーションした系の総数は N tot

100000 = 4520、そ
のうち Secularコードで 3.0 × 107年以内に合体した系の数はNm

100000,S = 166、3.0 × 107年以上
1.0× 109年以内に合体した系の数はNm,9

100000,S = 68、Nbodyコードで 3.0× 107年以内に合体した
系の数はNm

100000,N = 463、さらに質量比分布の予測に使われた Secularコードで長時間合体した
系の数は、Nm,long

100000,S = 7であった。
図5.24に、図5.23と同様の手法で作成した、3体目の質量をm3 = 1000 M⊙, 10000 M⊙, 100000 M⊙

とした場合の長時間合体を考慮した質量比 q分布を示す。縦軸は総シミュレーション数 (それぞ
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予測された長時間合体 Nbodyコードで得られた合体 (3.0 × 107年まで)

図 5.22: 長時間合体を考慮した質量比 q分布予測: 左図に本研究で発見した Secularコードが妥当
な領域内の長時間合体から Secularコードが妥当な領域外での長時間合体を外挿し予測された長時
間合体の質量比 q分布を、右図に 3.0 × 107年までに Nbodyコードで合体した系を示す。縦軸は
総シミュレーション数 (N tot

1000)に対する合体数の割合、横軸は質量比 q (0 ≤ q ≤ 1)である。これ
らの 2つのヒストグラムを合わせることで、球状星団における、長時間合体を考慮したKL機構に
よる合体の質量比 q分布を予測する。

図 5.23: 長時間合体を考慮した質量比 q分布: 図 5.22に示された 2つのヒストグラムを合わせるこ
とで作成した。縦軸は総シミュレーション数 (N tot

1000)に対する合体数の割合 (fKLとおいた)、横
軸は質量比 q (0 ≤ q ≤ 1)である。また、エラーバーは図 5.21の右図のエラーバーに等しい。この
図より、KL機構によって誘発された合体は質量比 qが小さい (q < 0.4)合体を多く起こしている
ことが明らかとなった。さらに、KL機構は質量比 qが小さい合体だけでなく、大きい合体も多く
引き起こすことが明らかとなった。
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れ、N tot
1000, N tot

10000, N tot
100000)に対する合体数の割合 (fKL)、横軸は質量比 q (0 ≤ q ≤ 1)である。

また、エラーバーは図 5.21の右図のエラーバーと同様に見積もった。Secularコードで 3.0 × 107

年以上 1.0 × 109年以内に合体した系のうち、図 5.24より、3体目の質量が大きくなると、シミュ
レーションした全ての系に対する合体した系の割合が増え、さらに、質量比 qが大きい合体が増
えることが明らかとなった。これは、3体目の質量が大きくなることでKL機構の影響が大きくな
り、質量比 qが大きくOctupole項の影響が少ない場合でも合体に至ることが可能となっているた
めである。

図 5.24: 3体目の質量の違いによる長時間合体を考慮した質量比 q分布の違い: 図 5.23と同様の
手法で、3体目の質量をm3 = 1000 M⊙, 10000 M⊙, 100000 M⊙とした場合の長時間合体を考慮
した質量比 q分布を作成した。縦軸は総シミュレーション数 (それぞれ、N tot

1000, N tot
10000, N tot

100000)
に対する合体数の割合 (fKL)、横軸は質量比 q (0 ≤ q ≤ 1)である。また、エラーバーは図 5.21の
右図のエラーバーと同様に見積もった。3体目の質量が大きくなると、合体率が大きくなり、さら
に、質量比 qが大きい合体が増えることが明らかとなった。これは、3体目の質量が大きくなるこ
とでKL機構の影響が大きくなり、質量比 qが大きくOctupole項の影響が少ない場合でも合体に
至ることが可能となっているためである。

5.5.4 質量比の初期分布を変化させた場合

質量比 qの初期分布を変えた場合のKL機構による合体質量比 q分布の変化について述べる。
本節では、m3 = 1000 M⊙の場合の結果を用いる。
図 5.25の左図に本研究における質量比 qの初期分布とそれから得られた fKLを、右図に変化

させた初期分布とそれから得られた fKLを示す。初期分布はシミュレーションした全ての系の数
に対する、その qの値をもつ系の数の割合を示している。変化させた初期分布では、q = 0.9 ∼ 1.0

の系の数が q = 0.06 ∼ 0.2の系の数の 2倍になるようにした。2つの結果を比較すると、初期分布
における q < 0.4の系の数の減少に伴って、q < 0.4の領域の fKLの値が小さくなっていることが
わかる。しかし、初期分布を変化させた (右図)場合でも fKL ≃ 0.08の値をもち、オーダーで変化
するような大きな変化は見られず、q < 0.4に十分な合体がおきていることがわかる。
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本研究の質量比 qの初期分布と得られた fKL 質量比 qの初期分布を変化させた場合
図 5.25: 質量比 qの初期分布を変化させた場合に予測される質量比 q分布の違い: 左図に本研究に
おける質量比 qの初期分布とそれから得られた fKLを、右図に変化させた初期分布とそれから得
られた fKLを示す。初期分布はシミュレーションした全ての系の数に対する、その qの値をもつ
系の数の割合を示している。変化させた初期分布では、q = 0.9 ∼ 1.0の系の数が q = 0.06 ∼ 0.2
の系の数の 2倍になるようにした。2つの結果を比較すると、初期分布における q < 0.4の系の数
の減少に伴って、q < 0.4の領域の fKLの値が小さくなっていることがわかる。しかし、初期分布
を変化させた (右図)場合でも fKL ≃ 0.08の値をもち、オーダーで変化するような大きな変化は見
られず、q < 0.4に十分な合体がおきていることがわかる。
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5.6 議論および結論

これまで、Secularコードと Nbodyコードの両方を用いて、多数の系のシミュレーションを
行い、その結果の違いを系統的に明らかにした研究はなかった。本研究では、5.5.1節のように、
SecularコードとNbodyコードでは、系の初期条件によっては、シミュレーション結果が大きく変
わってしまうということ、これによって Secularコードでは合体する系の数を少なく見積もってし
まうことを明らかにした。さらに、2つのコードでシミュレーション結果が異なってしまう原因は
Secular時間 (式 (3.99), Antognini 2015)よりも短い時間スケールで起きる摂動によるものであり、
系の初期条件としては特に、Inner binaryのArguments of periapseの初期値と相互 Inclinationの
初期値によって決まっていることを明らかにした。より具体的には、Secularコードでは合体した
が Nbodyコードでは合体しなかったものは gin,0 ≃ 0◦ ∼ 45◦, 134◦ ∼ 228◦, 295◦ ∼ 360◦付近の
領域に集中しており、反対に Secularコードでは合体しなかったがNbodyコードでは合体したも
のは、itot,0 ≃ 85 ∼ 95◦付近の領域や、gin,0 ≃ 45◦ ∼ 134◦, 228◦ ∼ 295◦付近の領域に多いことを
明らかにした。Secularコードでは合体したがNbodyコードでは合体しなかった系、Secularコー
ドでは合体しなかったが Nbodyコードでは合体した系はいずれも、Secularコードでは捉えるこ
とのできない Secular時間よりも短い時間スケールの摂動の影響が大きくなり、それにより Inner

binaryの離心率の最大値が変化したためである。特に、45◦ < gin,0 < 134◦, 228◦ < gin,0 < 295◦

の領域の系は、Secularコードでは Libration状態となっており Inner binaryの離心率の励起が制
限された状態にあるが、Nbodyコードでは Secular時間よりも短い時間スケールの摂動の影響に
よりこの制限が解除されていることが明らかとなった。

以上のように、SecularコードとNbodyコードは同じ系に対して異なるシミュレーション結果を
与えうることが明らかとなった。これをもとに、2つのコードの結果が異なるような系の初期条件を
制限し、Secularコードの結果が妥当な領域を特定した。得られた妥当な領域は 88◦ < itot,0 < 92◦

の領域と、45◦ < gin,0 < 134◦, 228◦ < gin,0 < 295◦の領域であった。さらに、この領域内におい
て Secularコードで発見された長時間合体から、Secularコードが妥当な領域外での超時間合体を
外挿し、長時間合体の質量比 q分布を予測した。この結果とNbodyコードの結果と合わせること
で、超時間合体を考慮したKL機構によって誘発された合体の質量比 q分布を予測した (5.5.2節)。
これによって、KL機構によって誘発された合体は質量比 qが小さい (q < 0.4)合体を多く起こし
ていることが明らかとなり、KL機構によって誘発された合体は 0 ∼ 1の全ての質量比をおおよそ
同程度の割合で生成することが明らかとなった。以上より、KL機構により誘発された合体は質量
比が小さい合体をよく説明できることを示唆した。また本研究では、3体目の質量と質量比 qの初
期分布が、KL機構による合体の質量比 q分布に与える影響を明らかにした。本研究では、3体目
の質量をm3 = 1000 M⊙, 10000 M⊙, 100000 M⊙とした場合の長時間合体を考慮した質量比 q分
布を作成して比較することで、3体目の質量が大きくなりKL機構の影響が大きくなることで、合
体率が大きくなり、さらに質量比 qが大きい合体が増えることを明らかにした。また、質量比 qの
初期分布を変化させた場合、q < 0.4の初期の系の数の現象に伴って、q < 0.4の合体が少なくな
るが、初期分布における q < 0.4の割合を本研究の場合のおおよそ半分とした場合にも、オーダー
で変化するような大きな変化は見られず、q < 0.4に十分な合体が起きることが明らかとなった。

最後に、本研究で得られたKL機構による合体のの質量比 q分布について、実際の合体率を見
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積もり、観測と比較する。実際の合体率は、
dRKL

dq
= nGC × ζIMBH × η × Γsup × fKL (5.43)

によって見積もることができる (Fragione and Bromberg 2019)。ここで、nGCは球状星団の存在
密度、ζIMBH は球状星団のうち中心に中間質量ブラックホールをもつものの割合、ηは中間質量
ブラックホールに束縛された恒星質量ブラックホールのうちそれが連星である割合、Γsupは中間
質量ブラックホールに束縛される恒星質量ブラックホールの供給率、fKLは図 5.24に示す本研究
で得られた KL機構による合体率である。今、nGC = 0.32 ∼ 2.31 Mpc−3 (Portegies Zwart and

McMillan 2000, Rodriguez et al. 2015)、 ζIMBH = 0.2 (Giersz et al. 2015)、η = 0.1 (Fragione

and Bromberg 2019)を想定し、さらに恒星質量ブラックホールは重力波放出による 2体捕獲によ
り中間質量ブラックホールに束縛される (4.4節、式 (4.18))と考えると、これはおおよそMyrの
時間スケールで起こるので、Γsup ∼ 1 Myr−1 とできる (Fragione and Bromberg 2019)。以上よ
り、実際の合体率は、

dRKL

dq
= nGC × ζIMBH × η × Γsup × fKL

= 20 × (0.32 ∼ 2.31) Gyr−3yr−1 × fKL

= 6.4 ∼ 46.2 Gyr−3yr−1 × fKL

(5.44)

となる。
図 5.26の左図に nGC = 2.31 Mpc−3とした場合の球状星団における KL機構によって誘発さ

れた合体の実際の合体率 (式 (5.44))を、右図に LIGO-VIRGOの観測より予測された質量比 q分
布を示している。また、表 5.1に図 5.26における質量比 q < 0.4の領域についての数値比較を載せ
る。観測については、各ビンで図 5.26の右図青線の平均値とした。表 5.1より、q = 0.156 ∼ 0.2

では 63%程度以上、q = 0.2 ∼ 0.3では 47% ∼ 55%程度、q = 0.3 ∼ 0.4では 21% ∼ 26%程度の
寄与を見込めることが明らかとなった。

表 5.1: 本研究で得られた結果から予測された質量比 qに対する実際のKL機構による合体率と観
測 (図 5.26の右図青線)の比較: 質量比 q < 0.4の領域についてのみ比較した。観測については、
各ビンで図 5.26の右図青線の平均値とした。表 5.1より、q = 0.156 ∼ 0.2では 63%程度以上、
q = 0.2 ∼ 0.3では 47% ∼ 55%程度、q = 0.3 ∼ 0.4では 21% ∼ 26%程度の寄与を見込めること
が明らかとなった。

本研究 本研究 本研究 観測
(m3 = 103 M⊙) (m3 = 104 M⊙) (m3 = 105 M⊙) (図 5.26の右図青線の平均値)

0.156∼0.2 0.177 0.221 0.349 0.279
0.2∼0.3 0.560 0.498 0.484 1.02
0.3∼0.4 0.475 0.559 0.461 2.19

以上のように、本研究では、系の初期条件において直接N 体計算コードと摂動計算コードの結
果が異なる領域を特定し、摂動計算コードの結果が妥当な領域を特定した。さらに、その結果を
もとに球状星団の中心に中間質量ブラックホールが存在する場合において、その星団における長
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本研究 (nGC = 2.31 Mpc−3の場合) LIGO-VIRGOの観測から予測された分布

図 5.26: 本研究で得られた結果から予測された質量比 qに対する実際のKL機構による合体率と観測
(Abbott et al. 2023のFIG. 10.の右図を引用)の比較: 左図は、式 (5.44)と図5.24により予測した、長
時間合体を考慮した場合の質量比 qに対する実際のKL機構による合体率 dRKL

dq (nGC = 2.31 Mpc−3

の場合)を示す。右図は、LIGO-VIRGOの観測より予測された実際の質量比 q分布 (Abbott et al.
2023 の FIG. 10. の右図を引用) を示す。ともに縦軸は合体率 ((Gyr−3yr−1))、横軸は質量比 q
(0 ≤ q ≤ 1)である。右図は、観測の結果から、The fiducial PP model (Abbott et al. 2021b)をも
とに予測されたものである。黒線がGWTC-2より予測された場合 (点線は 90%信頼区間)を示し、
青線が GWTC-3より予測された場合 (最新の結果、青影部分は 90%信頼区間)を示している。2
つの図を比較すると、球状星団におけるKL機構によって誘発された合体 (左図)が質量比 q < 0.4
の合体に大きく寄与している可能性が高いことがわかる。

時間合体を考慮した質量比 q分布を予測した。得られた長時間合体を考慮した KL機構よる合体
の質量比 qに対する実際の合体率は、q < 0.4の領域の合体をよく説明できることを示唆した (図
5.26)。これによって、本研究では、球状星団におけるKL機構によって誘発された合体は質量比
qが小さい合体、特に q < 0.3の合体の主なソースである可能性が高いと示唆した。



Chapter 6

まとめ

LIGO-VIRGOにより、現在までに 90以上の重力波が観測されている (図 6.1, The LIGO Sci-

entific Collaboration et al. 2021a, The LIGO Scientific Collaboration et al. 2021b)。図 6.1よ
り、合体した連星の質量比 qが 0.4以下という小さい値をもつものも観測されていることがわか
る。これらの質量比 qが小さい連星合体は、従来の孤立した連星の進化による合体機構や星の個
数密度が高い星団における力学相互作用による合体では説明し難いとされている (e.g. Giacobbo

and Mapelli 2018, Samsing and Hotokezaka 2021)。このような質量比 qが小さい連星合体とし
て、Kozai-Lidov (KL)機構によって誘発された合体が注目を集めている。

図 6.1: これまでに LIGO-VIRGO Collaborationで観測された重力波信号の質量比分布。重い方
の天体を分母 (m1)にとるため、質量比 qは 0 ≤ q ≤ 1である。縦軸は合体数、横軸は質量比 qで
ある。なお、エラーバーは考慮していない。(The LIGO Scientific Collaboration et al. 2021aと
The LIGO Scientific Collaboration et al. 2021bを参考に作成、図 1.1を再掲)

　 　

KL機構とは、連星が少し遠方に存在する 3体目の天体に束縛されているという階層的 3体系
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に特徴的な機構であり、その 3体目が連星の離心率を変化させるという効果である。これによっ
て、単独で存在する場合にはHubble時間以内に合体できないような連星を合体させることができ
る。また、KL機構による合体では質量比 qが小さい合体を起こしやすいと考えられている (e.g.

Su et al. 2021, Martinez et al. 2022)。このような現象を起こす階層的 3体系は、様々なスケール
で宇宙に数多く存在していると考えられている (e.g. Valtonen 1996, Khan et al. 2012, Polishook

and Brosch 2006, Nesvorný et al. 2011, Margot et al. 2015, Fragione and Bromberg 2019)。中で
も特に、球状星団は非常に数の多い天体であり、さらに数十パーセント以上の割合の球状星団の中
心には中間質量ブラックホールが存在することを考えられているため (e.g. Miller and Hamilton

2002)、そこには中間質量ブラックホールと恒星質量ブラックホール連星の階層的 3体系が多数存
在すると考えられている (e.g. Fragione and Bromberg 2019)。そのため本研究では、球状星団中
にある中間質量ブラックホールとそれに束縛された恒星質量ブラックホール連星の階層的 3体系
に着目する。

KL機構の影響を受けた階層的 3体系の力学進化を追うシミュレーションには、直接 N 体計
算コードと摂動計算コードの 2種類のコードが用いられてきた。直接N 体計算コードは、短周期
の摂動を捉えることができる一方、非常に計算時間が長い点や累積誤差の影響によって、長時間
の進化を追うことは難しいとされている。摂動計算コードとは、Secular近似を取り入れているた
め、直接N 体計算コードよりも数百倍以上計算時間が短い一方、近似を取り入れているために短
い時間スケールの摂動は捉えることができず、短い時間スケールの摂動が大きく影響するような
系では、系の進化を見誤ってしまう。KL機構によって誘発される合体には、短時間で起こるOne

Shot合体と、長時間かけて少しずつ重力波を放出し合体に至る Smooth合体の 2種類があるが (Su

et al. 2021)、Smooth合体は時には 108年以上もかけてゆっくりと起こることもあるため，この種
類の合体を考慮した研究は、これまで摂動計算コードのみを用いて行われてきた。摂動計算コード
による結果を適切に解釈するには、1.0 × 107年以上の長時間進化を 2つのコード両方で追い、結
果を統計的に比較することが非常に重要であるが、このような研究は現在まで進んでいなかった。
本研究では、直接N体計算コードと摂動計算コードの両方を用いて全く同じ系に対して 3.0×107

年までの長時間の進化を追い、結果を統計的に比較することで、摂動計算コードは直接N 体計算
コードに比べて合体を少なく見積もってしまうこと、また、系の初期条件において 2つのコードの
結果が大きく異なる領域が存在することを定量的に明らかにした。さらに、これはDouble average

の Secular近似では捉えることのできない短周期の摂動の影響によるものであることを明らかに
した。
さらに本研究では、上記の結果に基づいて初期条件における Secularコードが妥当な領域を特

定し、その領域において発見された長時間合体から妥当な領域外における長時間合体を外挿し、実
際の長時間合体の質量比 q分布を予測した。この予測された長時間合体を考慮して KL機構によ
る合体の質量比 q分布を予測することで、KL機構によって誘発された合体は 0 ∼ 1の全ての質量
比をおおよそ同程度の割合で生成することが明らかにし、KL機構による合体が質量比 qが小さな
合体をよく説明できることを示唆した。また、3体目の質量が大きくなると、KL機構の影響が大
きくなることで合体率が大きくなり、加えて質量比 qが大きい合体の比率が増えることを明らかに
した。さらに、初期分布における q < 0.4の割合を本研究の場合のおおよそ半分とした場合にも、
オーダーで変化するような大きな変化は見られず、q < 0.4に十分な合体が起きることが明らかに
した。
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最後に、上記の結果をもとに長時間合体を考慮した KL機構による合体の質量比 q に対する
実際の合体率を予測し、LIGO-VIRGOの観測から予測された合体率と比較した。これによって、
本研究では、球状星団における KL機構によって誘発された合体は質量比 qが小さい合体、特に
q < 0.3の合体の主なソースである可能性が高いと示唆した。
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P. Ciecielag, M. Cieślar, A. A. Ciobanu, R. Ciolfi, F. Cipriano, A. Cirone, F. Clara, J. A.
Clark, P. Clearwater, S. Clesse, F. Cleva, E. Coccia, P. F. Cohadon, D. Cohen, M. Colleoni,
C. G. Collette, C. Collins, M. Colpi, M. Constancio, L. Conti, S. J. Cooper, P. Corban,
T. R. Corbitt, I. Cordero-Carrión, S. Corezzi, K. R. Corley, N. Cornish, D. Corre, A. Corsi,
S. Cortese, C. A. Costa, R. Cotesta, M. W. Coughlin, S. B. Coughlin, J. P. Coulon, S. T.
Countryman, P. Couvares, P. B. Covas, D. M. Coward, M. J. Cowart, D. C. Coyne, R. Coyne,
J. D. E. Creighton, T. D. Creighton, J. Cripe, M. Croquette, S. G. Crowder, J. R. Cudell,
T. J. Cullen, A. Cumming, R. Cummings, L. Cunningham, E. Cuoco, M. Curylo, T. Dal
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A. Perreca, S. Perriès, J. Petermann, H. P. Pfeiffer, M. Phelps, K. S. Phukon, O. J. Piccinni,
M. Pichot, M. Piendibene, F. Piergiovanni, V. Pierro, G. Pillant, L. Pinard, I. M. Pinto, K. Pi-
otrzkowski, M. Pirello, M. Pitkin, W. Plastino, R. Poggiani, D. Y. T. Pong, S. Ponrathnam,
P. Popolizio, E. K. Porter, J. Powell, A. K. Prajapati, K. Prasai, R. Prasanna, G. Pratten,
T. Prestegard, M. Principe, G. A. Prodi, L. Prokhorov, M. Punturo, P. Puppo, M. Pürrer,
H. Qi, V. Quetschke, P. J. Quinonez, F. J. Raab, G. Raaijmakers, H. Radkins, N. Radulesco,
P. Raffai, H. Rafferty, S. Raja, C. Rajan, B. Rajbhandari, M. Rakhmanov, K. E. Ramirez,
A. Ramos-Buades, Javed Rana, K. Rao, P. Rapagnani, V. Raymond, M. Razzano, J. Read,
T. Regimbau, L. Rei, S. Reid, D. H. Reitze, P. Rettegno, F. Ricci, C. J. Richardson, J. W.
Richardson, P. M. Ricker, G. Riemenschneider, K. Riles, M. Rizzo, N. A. Robertson, F. Robi-
net, A. Rocchi, R. D. Rodriguez-Soto, L. Rolland, J. G. Rollins, V. J. Roma, M. Romanelli,
R. Romano, C. L. Romel, I. M. Romero-Shaw, J. H. Romie, C. A. Rose, D. Rose, K. Rose,
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P. J. Veitch, K. Venkateswara, G. Venugopalan, D. Verkindt, D. Veske, F. Vetrano, A. Viceré,
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J. Veitch, P. J. Veitch, K. Venkateswara, G. Venugopalan, D. Verkindt, D. Veske, F. Vetrano,
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M. Gosselin, R. Gouaty, B. Grace, A. Grado, M. Granata, V. Granata, A. Grant, S. Gras,



118 参考文献

P. Grassia, C. Gray, R. Gray, G. Greco, A. C. Green, R. Green, A. M. Gretarsson, E. M.
Gretarsson, D. Griffith, W. Griffiths, H. L. Griggs, G. Grignani, A. Grimaldi, E. Grimes, S. J.
Grimm, H. Grote, S. Grunewald, P. Gruning, J. G. Guerrero, G. M. Guidi, A. R. Guimaraes,
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tini, G. Castaldi, S. Caudill, M. Cavaglià, F. Cavalier, R. Cavalieri, M. Ceasar, G. Cella,
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A. Gopakumar, M. Gosselin, R. Gouaty, D. W. Gould, B. Grace, A. Grado, M. Granata,
V. Granata, A. Grant, S. Gras, P. Grassia, C. Gray, R. Gray, G. Greco, A. C. Green, R. Green,
A. M. Gretarsson, E. M. Gretarsson, D. Griffith, W. Griffiths, H. L. Griggs, G. Grignani,
A. Grimaldi, S. J. Grimm, H. Grote, S. Grunewald, P. Gruning, D. Guerra, G. M. Guidi,
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tani, B. D’Angelo, B. Danila, S. Danilishin, S. D’Antonio, K. Danzmann, C. Darsow-Fromm,
A. Dasgupta, L. E. H. Datrier, S. Datta, V. Dattilo, I. Dave, M. Davier, G. S. Davies, D. Davis,
M. C. Davis, E. J. Daw, R. Dean, D. DeBra, M. Deenadayalan, J. Degallaix, M. De Laurentis,
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J. Petermann, D. Petterson, H. P. Pfeiffer, K. A. Pham, K. S. Phukon, O. J. Piccinni, M. Pi-



138 参考文献

chot, M. Piendibene, F. Piergiovanni, L. Pierini, V. Pierro, G. Pillant, M. Pillas, F. Pilo,
L. Pinard, I. M. Pinto, M. Pinto, K. Piotrzkowski, M. Pirello, M. D. Pitkin, E. Placidi,
L. Planas, W. Plastino, C. Pluchar, R. Poggiani, E. Polini, D. Y. T. Pong, S. Ponrathnam,
P. Popolizio, E. K. Porter, R. Poulton, J. Powell, M. Pracchia, T. Pradier, A. K. Prajapati,
K. Prasai, R. Prasanna, G. Pratten, M. Principe, G. A. Prodi, L. Prokhorov, P. Prosposito,
L. Prudenzi, A. Puecher, M. Punturo, F. Puosi, P. Puppo, M. Pürrer, H. Qi, V. Quetschke,
R. Quitzow-James, F. J. Raab, G. Raaijmakers, H. Radkins, N. Radulesco, P. Raffai, S. X.
Rail, S. Raja, C. Rajan, K. E. Ramirez, T. D. Ramirez, A. Ramos-Buades, J. Rana, P. Ra-
pagnani, U. D. Rapol, A. Ray, V. Raymond, N. Raza, M. Razzano, J. Read, L. A. Rees,
T. Regimbau, L. Rei, S. Reid, S. W. Reid, D. H. Reitze, P. Relton, A. Renzini, P. Rettegno,
A. Reza, M. Rezac, F. Ricci, D. Richards, J. W. Richardson, L. Richardson, G. Riemen-
schneider, K. Riles, S. Rinaldi, K. Rink, M. Rizzo, N. A. Robertson, R. Robie, F. Robinet,
A. Rocchi, S. Rodriguez, L. Rolland, J. G. Rollins, M. Romanelli, R. Romano, C. L. Romel,
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付録 A

2体のKepler運動

2天体のKepler運動について述べる。Kepler運動では 1体目に対し 2体目は楕円軌道を描く。
A.1節ではこの楕円軌道の長軸半径と離心率の定義について述べ、A.2節では楕円軌道の離心率と
離心率ベクトルの関係について述べる。本付録は葛西真寿氏によるWebページ「相対論の理解と
その周辺」の「参考：ニュートン力学における万有引力の 2体問題」1 を参考に作成した。

A.1 長軸半径と離心率の定義
2章で述べた通り、2体問題は重力ポテンシャル中の 1体問題に帰着し、運動方程式は、

d2r

dt2
= −GM

r

r3
(A.1)

となる。天体 1を原点にとった座標を導入し、真近点角を ϕとすると、天体 1に対する天体 2の
相対位置ベクトル rは r = (x, y, 0)T = (r cosϕ, r sinϕ, 0)T である。このとき、2つの天体以外
に力を及ぼすものがない場合、系の角運動量とエネルギーは一定である。単位質量あたりの角運
動量を kとおくと、

k = |k| = x
dy

dt
− y

dx

dt
= r2

dϕ

dt
(A.2)

より、
dϕ

dt
=

k

r2
(A.3)

が成り立つ。また、単位質量あたりのエネルギーを εとおくと、

ε =
1

2

{(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2
}

− GM

r

=
1

2

{(
dr

dt

)2

+ r2
(

dϕ

dt

)2
}

− GM

r

=
k2

2

{(
1

r2
dr

dϕ

)2

+
1

r2

}
− GM

r

(A.4)

1https://home.hirosaki-u.ac.jp/relativity/重力場中のテスト粒子の運動/万有引力の 2体問題/

145

https://home.hirosaki-u.ac.jp/relativity/%E9%87%8D%E5%8A%9B%E5%A0%B4%E4%B8%AD%E3%81%AE%E3%83%86%E3%82%B9%E3%83%88%E7%B2%92%E5%AD%90%E3%81%AE%E9%81%8B%E5%8B%95/%E4%B8%87%E6%9C%89%E5%BC%95%E5%8A%9B%E3%81%AE2%E4%BD%93%E5%95%8F%E9%A1%8C/


146 2体のKepler運動

である。
変数変換 s = 1/rにより、(

1

r2
ds

dϕ

)2

=

(
ds

dr

dr

dϕ

)2

=

(
1

r2
dr

dϕ

)2

=
2

k2

{
ε +

GM

r

}
− 1

r2

=
2ε

k2
+

(
GM

k2

)
−
(
s− GM

k2

)2

(A.5)

となり、また、u0 = s− GM
k2
とおくと、運動方程式は(

du0
dϕ

)2

=
1

b2
− u20 (A.6)

と書き直すことができる。ここで
1

b2
=

2ε

k2
+

(
GM

k2

)2

(A.7)

とおいた。これは直ちに解くことができ、u0は

u0 = s− GM

k2
=

cosϕ

b
(A.8)

と得られ、
1

r
=

GM

k2
+

cosϕ

b
(A.9)

となる。ここで、ϕ = 0で rが極値をとるとした。軌道は楕円であるから、rは長軸半径 aと離心
率 eを用いて、

1

r
=

1 + e cosϕ

a (1 − e2)
(A.10)

とかけるはずである。したがって、式 (A.9)と式 (A.10)により長軸半径 aと離心率 eを決めるこ
とができ、

GM

k2
=

1

a (1 − e2)
(A.11)

1

b
=

√
2ε

k2
+

(
GM

k2

)2

=
e

a (1 − e2)
(A.12)

となる。これより、長軸半径 aと離心率 eを単位質量あたりのエネルギー εと単位質量あたりの
角運動量 kを用いて書き表すと、

a =
GM

2|ε| (A.13)
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e =

√
1 − 2|ε|k2

(GM)2
(A.14)

となる。ここで、束縛系において ε = −|ε|であることを用いた。したがって、角運動量のみが変
化し、エネルギーが変化しない場合は長軸半径 aは一定であり、離心率 eのみが変化する。

A.2 離心率と離心率ベクトル
2章で述べたように、離心率ベクトル eは、

k× ṙ + GM
r

r
= −GMe (A.15)

と定義される。今、r = (r cosϕ, r sinϕ, 0)T より、

ṙ =

 ṙ cos−rϕ̇ sinϕ

ṙ sinϕ + rϕ̇ cosϕ
0

 (A.16)

であるから、離心率ベクトル eは、

e = − 1
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0
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 ṙ cos−rϕ̇ sinϕ
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0


(A.17)

と書き下せる。したがって、離心率ベクトルの大きさ e = |e|は、

e =
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(ṙ sinϕ + rϕ̇ cosϕ) − cosϕ
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− k

GM
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GM
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(A.18)

となる。これはA.1節で定義した離心率 eに等しい。
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