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Abstract

降着円盤の磁気流体力学や銀河形成の力学など、多くの天体物理現象は偏微分方程
式で扱うことができるが、それらは高度に非線形なために数学的な解析解が知られて
おらず、数値計算に頼らざるを得ない。数値的なアプローチとして、有限差分法、有
限体積法、粒子法などさまざまな方法が考案され続けてきた。しかし、どの方法にも
一長一短があるため、より精密なシミュレーションを行うためには各々の問題に合わ
せたより洗練された手法が必要である。
正確なシミュレーションには、メッシュの大きさについて誤差が二次以上の精度で

収束する方法 (高次精度数値計算スキーム)が重要である。流体方程式には衝撃波を生
むもの問題があるが、そのような最終的に空間一次精度になる問題に対しても高次精
度スキームの誤差の絶対値の優位性は変わらない。本研究では、高次精度の方法であ
る不連続ガラーキン (Discontinuous Galerkin,DG)法について、その動作原理、理論的
な誤差収束と計算量、数値振動抑制の方法 (limiter)などについて調査を行った。特に、
移流型の方程式において使われるMPP(Maximum Principle Positivity) limiterを局所
的に適用できるように改良した LMPPB(Local MPP-TVB) limiterを開発した。その
うえで、実際にDG法の実装を行い、移流方程式を用いて limiterの調査を行ったうえ
で、物理シミュレーションにおける典型的な流体問題の例として非粘性バーガーズ方
程式やオイラー方程式、位相空間上でのボルツマン方程式の例としてブラゾフ方程式
について計算を行い、各々の問題についてのDG法の最適なパラメータと limiterを探
索した。
その結果、高次精度の方法であるDG法は結果が一次に落ちるような衝撃波問題に

ついても良いパフォーマンスを出すことが分かり、ブラゾフ方程式については別の方
法であるMP(Monotonicity Preserving)法と同等以上の性能を出すことが分かった。
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Chapter 1

Introduction

天体物理現象の中には、時間的、空間的な制約によって現象の過程を観測することが
困難なものが数多く存在する。例えば、ブラックホールによる星の潮汐破壊現象の全
体像を直接観測することは困難であるが、観測によって光度曲線という形で一定の情
報を得ることができる。このような問題においては、系を記述する適切な数値モデル
を与えて数値シミュレーションを行い、それによって求まる観測可能な量を実際の観
測と比較することで、観測不能な部分に対する相当の示唆を得ることができる。
多くの天体物理現象は、偏微分方程式、その中でも流体方程式として扱うことが

できる。しかしながら、これらの方程式は、高度に非線形なために数学的な解析解が
知られておらず、数値計算に頼らざるを得ない。そのうえ、数値計算においても、例
えば流体方程式の非粘性近似である非粘性バーガーズ方程式などは、衝撃波を生じる
性質があり、精度の良い計算を行うためにはメッシュの解像度を上げなければならず、
コストが高くなるという問題がある。
これらの偏微分方程式に対する数値的なアプローチとして、さまざまな方法が考案

され続けてきた。数値アプローチは大きくオイラー法とラグランジュ法に大別される。
オイラー法は、メッシュ等の数値サンプリング点を空間上に固定し、その中で物理現
象を追う方法であり、最も単純な方法として、有限差分法がある。これは、関数を有
限の数の等間隔メッシュでの値に落とし込み、微分を差分に置き換えて方程式の挙動
を近似的に再現する空間一次精度の方法である (Joel H. Ferziger 2003)。その改良と
して、微分を計算する際に周囲の 5点や 7点の含まれる領域 (ステンシルと呼ぶ)を用
い、空間 5次や 7次の高次精度を達成するMP(Monotonicity Preserving)法 (Suresh &
Huynh 1997)や、ステンシルを複数のサブステンシルに分割し、微分を各サブステンシ
ルでの物理量の非線形補間で近似して5次などの高次精度を達成するWENO(Weighted
Essentially Non-Oscillatory)法 (Liu et al. 1994)(Jiang & Shu 1996)が挙げられる。ま
た、オイラー法には、有限差分法以外にも、方程式を積分系で取り扱うことで任意の
メッシュ形状を扱える有限体積法などが存在する。
ラグランジュ法は、数値サンプリング点を物理量の伝播に対して動かす方法であ

る。このカテゴリには計算対象を動くことのできる粒子の集まりとして定式化する粒
子法が属する。粒子法の中でも、微分を近傍粒子の物理量の重みつき平均で取り扱う
SPH(Smoothed Particle Hydrodynamics)法 (Lucy 1977)は天体物理学においてよく利
用される。
これらの手法には一長一短があり、例えばナイーブな有限差分法や有限体積法では
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高次の誤差収束を達成できない、MP法やWENO法では等間隔正方格子以外の計算
領域に対し定式化ができない等といった問題点がある。一般的な形状のメッシュにお
いて定式化できることは重要で、例えば高精度の計算が必要になる場所のみを再帰的
に分割するAMR(Adaptive Mesh Refinement)法 (Berger & Colella 1989)や、情報の
伝播に合わせてメッシュを動かすことでメッシュ導入時の誤差を防ぐmoving mesh法
などが利用可能になる。
これらの手法に対し、不連続ガラーキン (Discontinuous Galerkin ,DG)法は、有限

差分法と有限体積法の自然な拡張となっており、これらの手法の良い部分をいいとこ
どりしており、任意形状メッシュについても定式化が可能な反面、実装が複雑なうえ
に資料も非常に少ないため、天体物理シミュレーションの分野において今までは広く
は使われてこなかった。本研究では、DG法を一から実装し、それによって様々な偏
微分方程式を解いてDG法の性能評価を行うことを目標とした。



Chapter 2

Equations for Physics

2.1 スカラー偏微分方程式

スカラー偏微分方程式とは、

∂u(x, t)

∂t
+
∂f(u)

∂x
= 0 (2.1)

の形をした偏微分方程式である。但し u(x, t)は各時刻 tにおいて空間 xの関数として
定義される物理量、f(u)は流束を表す。式 2.1は保存則 (2.1.3節で述べる)を満たすこ
とが知られており、これを保存形という。これは

∂u(x, t)

∂t
+ h(u)

∂u(x, t)

∂x
= 0 (2.2)

と書き直すことができ、これを非保存形の偏微分方程式という。但し、

h(u) =
∂f(u)

∂u
(2.3)

である。

2.1.1 移流方程式

aを定数として f(u) = auのとき

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 (2.4)

を移流方程式という。初期条件を u(x, 0)とすると

u(x, t) = u(x− at, 0) (2.5)

と解くことができる。

5



2.2 ベクトル偏微分方程式 6

2.1.2 非粘性バーガーズ方程式

f(u) = u2

2
のとき

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (2.6)

を非粘性バーガーズ方程式という。この方程式は衝撃波とよばれる物理量の不連続性
を生じることが知られている。

2.1.3 保存則

保存形の方程式 (2.1)の両辺を x = −∞から x = ∞まで積分すると

∂

∂t

∫
u(x, t)dx+

∫
∂f(u)

∂x
dx = 0 (2.7)

であり、第二項を部分積分して第一項を

M(t) :=

∫
u(x, t)dx (2.8)

で書き換えると、
∂M

∂t
= f(u(−∞, t)) + f(u(∞, t)) (2.9)

を得る。もし無限遠点での f(u)が 0であれば

M(t) = const (2.10)

でありこれを保存則とよぶ。

2.2 ベクトル偏微分方程式

ベクトル偏微分方程式の保存形はuを J次元のベクトル

u = (u1, · · · , uJ) (2.11)

とすると
∂u(x, t)

∂t
+
∂f(u)

∂x
= 0 (2.12)

で与えられる。但し f(u)はベクトル値を引数にとってベクトル値を返す関数である。
この形の方程式に対しては、スカラーの場合と同様に保存則が成立する。非保存形は

∂u(x, t)

∂t
+A(u)

∂u(x, t)

∂x
= 0 (2.13)

でAは行列
Aij =

∂fj
∂ui

(2.14)

で与えられる。
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2.2.1 オイラー方程式

オイラー方程式は粘性を持たない圧縮性流体1の時間進化を表す方程式であり、宇宙の
大規模構造形成や銀河形成など幅広い適用例がある。保存形は

∂

∂t

 ρ
m
e

+
∂

∂x

 m
m2

ρ
+ p

(e+ p)m
ρ

 = 0, (2.15)

p = (γ − 1)

(
e− m2

2ρ

)
, (2.16)

m := ρu, (2.17)

で与えられる。但し、ρは流体の密度、uは速度、eはエネルギー密度、pは圧力、γは
比熱比である。これは簡潔な形の非保存形に書き直すことができて

∂

∂t

ρu
p

+A ∂

∂x

ρu
p

 = 0, (2.18)

である。ただし係数行列は

A =

u ρ 0
0 u 1

ρ

0 γp u

 , (2.19)

で与えられ、
A = RΛR−1, (2.20)

R =

 ρ ρ ρ
−c 0 c
ρc2 0 ρc2

 , (2.21)

Λ =

u− c 0 0
0 u 0
0 0 u+ c

 , (2.22)

と対角化できる。cは音速

c =

(
γP

ρ

) 1
2

(2.23)

である。

1これを完全流体という
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2.3 空間多次元の場合

2.3.1 記法

この論文では連立方程式を表す添字をuのように太字で表し (ベクトルの要素数は J)、
空間次元を表す添字を x⃗のように上付き矢印で表す (ベクトルの要素数はD)。特に、
式 (2.26)中の f⃗ は太字とベクトルの両方の添字を持つことに注意すること (要素数は
JD)。また、行列に関してはAのように表記する。

2.3.2 ベクトル偏微分方程式の場合の一般形

空間座標 x⃗が 2 ≤ D次元
x⃗ = (x1, · · · , xD) (2.24)

の場合を考える。このとき、ベクトル偏微分方程式の保存形は

∂u(x⃗, t)

∂t
+
∂f1(u)

∂x1
+ · · ·+ ∂fD(u)

∂xD
= 0 (2.25)

と表され、これをまとめて

∂u(x⃗, t)

∂t
+ ∇⃗ · f⃗(u) = 0 (2.26)

とかく。

2.3.3 移流方程式

一般形において、方程式の本数 J = 1、f⃗(u) = a⃗uと書けるとき、式 (2.26)は

∂u(x⃗, t)

∂t
+ a⃗ · ∇⃗u = 0, (2.27)

となり、a⃗方向への移流を表す。

2.3.4 ブラゾフ方程式

ブラゾフ方程式 (無衝突ボルツマン方程式)は無衝突自己重力系や無衝突プラズマ系を
位相空間上で定式化した方程式である。無衝突自己重力系としては宇宙論的なダーク
マターの時間発展やニュートリノ力学などの計算がブラゾフ方程式によって行われ、
無衝突プラズマ系の例は、地球磁気圏や核融合プラズマ等が挙げられる。物理的空間
が一次元の場合は位相空間は位置 x、速度 vの二次元になる。流体近似においては、速
度空間の分布は積分され、温度などの値で代表的されるが、ブラゾフ方程式では、そ
の分布を正確に取り扱うことができる。そのため、ボルツマン分布に従わない (温度
として取り扱えない)ような無衝突減衰や Landau Dumpingのような問題を正しく解
くことができる。
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物質の分布関数 f(x, v, t)の時間発展は式

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
+ E(x, t)

∂f

∂v
= 0 (2.28)

を満たす。E(x, t)は外力項で、自己重力系の場合重力ポテンシャル ϕ(x)と重力定数G
を用いて

E(x, t) = − ∂

∂x
ϕ(x), (2.29)

∂2

∂x2
ϕ(x) = 4πGρ(x), (2.30)

但し、密度 ρ(x)は

ρ(x) =

∫
f(x, v)dv, (2.31)

で与えられる。



Chapter 3

Numerical method

3.1 有限差分法

3.1.1 定式化

本節の議論は (藤井孝蔵 1994)を参考にした。

空間の離散化

ここでは空間１次元かつ解くべき偏微分方程式 u(x, t)の xの定義域が (0 < x < 1)の
場合について説明する。Kをメッシュ数とし、xの定義域を等分割すると、メッシュ幅
は h = 1

K
となる。 分割に用いた点は x0 = 0 < x1 < · · · < xi = ih < · · · < xK = 1で

O 1

𝒙𝟎
x

𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝑲・・・・・

𝒉 =
𝟏

𝒌

図 3.1: 分割の方法
　 　

あり、xiを格子点と呼ぶ。この格子点 (端点を除く)において uを xについてテーラー
展開すると

u(xi+1) = u(xi) + h
du(xi)

dx
+
h2

2

d2u(xi)

dx2
+
h3

6

d3u(xi)

dx3
+O(h4), (3.1)

u(xi+0) = u(xi), (3.2)

u(xi−1) = u(xi)− h
du(xi)

dx
+
h2

2

d2u(xi)

dx2
− h3

6

d3u(xi)

dx3
+O(h4), (3.3)

10
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であり、式 (3.2)(3.3)より uの一階微分は

du(xi)

dx
=
u(xi+1)− u(xi)

h
+O(h), (3.4)

と得られる。これを前進差分という。同様に

du(xi)

dx
=
u(xi)− u(xi−1)

h
+O(h), (3.5)

を後退差分という。これらは空間一次精度の定式化である。一方、

du(xi)

dx
=
u(xi+1)− u(xi−1)

2h
+O(h2), (3.6)

を中心差分といい、これは二次精度の方法である。例えば、移流方程式 (2.4)は前進差
分を用いると

du(xi)

dt
≃ −au(xi+1)− u(xi)

h
, (3.7)

と離散化される。また、さらに高次精度の差分を達成する方法として

du(xi)

dx
=

−u(xi+2) + 8u(xi+1)− 8u(xi−1) + u(xi−2)

12h
+O(h4), (3.8)

や

du(xi)

dx
=
u(xi+3)− 9u(xi+2) + 45u(xi+1)− 45u(xi−1) + 9u(xi−2)− u(xi−3)

60h
+O(h6),

(3.9)
が挙げられる。

MP法は、差分法の一種であり、数値振動の原因となる不連続性の有無をチェック
し、解がが滑らかな場合に式 3.8のような高次精度の微分を採用する (Suresh & Huynh
1997)。

時間積分

空間と同様に時間に対しても離散化を行い、t = tj の時の物理量から t = tj+1の物理
量を計算する。これを時間積分といい、タイムステップを∆tj = tj+1 − tjとすると次
ステップの物理量は

u(xi, tj+1) = u(xi, tj) +
du(xi, tj)

dt
∆tj +O(∆tj

2) (3.10)

で与えられ、これを前進オイラー法という。この方法は時間刻み∆tjに対し１次の方
法である。1これよりも高次の方法としてはルンゲクッタ法が挙げられる。２次のルン
ゲクッタ法には任意性があるが、例えば

1１ステップ毎の誤差はO(∆tj
2)であるが、単位時間あたりに蓄積する誤差で考えるとO(∆tj)にな

る
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k1ij =

du(xi, tj)

dt

k2ij =
d(u(xi, tj) + k1ij∆tj)

dt

u(xi, tj+1) = u(xi, tj) +
∆tj
2

(k1ij + k2ij)

(3.11)

で与えられる。ただし、iは空間の添字、jは時間の添字を表し、d(···ij)
dt
は前に述べた空

間の離散化を用いて数値的に評価される。同様に３次のルンゲクッタ法は例えば

k1ij =
du(xi, tj)

dt

k2ij =
d(u(xi, tj) + k1ij∆tj)

dt

k3ij =
d(u(xi, tj) + 2k2ij∆tj − kij∆tj)

dt

u(xi, tj+1) = u(xi, tj) +
∆tj
6

(k1ij + 4k2ij + k3ij)

(3.12)

４次のルンゲクッタ法は例えば

k1ij =
du(xi, tj)

dt

k2ij =
d(u(xi, tj) + k1ij

∆tj
2

)

dt

k3ij =
d(u(xi, tj) + k2ij

∆tj
2

)

dt

k4ij =
d(u(xi, tj) + k3ij∆tj)

dt

u(xi, tj+1) = u(xi, tj) +
∆tj
6

(k1ij + 2k2ij + 2k3ij + k4ij)

(3.13)

で与えられる。

TVD/TVB条件

量

TV (t) =

∫ xK

x0

∣∣∣∣du(x, t)dx

∣∣∣∣ dx (3.14)

を定義すると、これは常に非負になり、波の振幅の総和に等しい (Total Variation)。こ
れは数値的に

TV (tj) :=
K−2∑
i=0

|u(xi+1, tj)− u(xi, tj)| (3.15)
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と表すことができる。数値解が振動すると TV の値は増加するが、その対偶をとって

TV (tj+1) ≤ TV (tj) (3.16)

を課すことで数値振動を抑制できる。この条件を Total Variation Diminishing(TVD)
という (Harten 1983)。また、TV (t = 0)にのみ依存する定数Bに対し

TV (tj) ≤ B (3.17)

が全ての時間 tjで成立するとき、Total Variation Bounded(TVB)という。TVDはTVB
よりも強い条件である。前節のルンゲクッタ法はこの TVD条件を満たすようにする
ことができ、２次のTVDルンゲクッタ法は

u(xi, tj+1/2) = u(xi, tj) + ∆tj
du(xi, tj)

dt

u(xi, tj+1) =
1
2
u(xi, tj) +

1
2

(
u(xi, tj+1/2) + ∆tj

du(xi, tj+1/2)

dt

) (3.18)

で、３次のTVDルンゲクッタ法は
u(xi, tj+1/3) = u(xi, tj) + ∆tj

du(xi, tj)

dt

u(xi, tj+2/3) =
3

4
u(xi, tj) +

1

4

(
u(xi, tj+1/3) + ∆tj

du(xi, tj+1/3)

dt

)
u(xi, tj+1) =

1

3
u(xi, tj) +

2

3

(
u(xi, tj+2/3) + ∆tj

du(xi, tj+2/3)

dt

) (3.19)

４次のTVDルンゲクッタ法は

u(xi, tj+1/4) = u(xi, tj) + ∆tj
du(xi, tj)

dt

u(xi, tj+2/4) =
1

2
u(xi, tj)−

1

4
∆tj

du(xi, tj)

dt
+

1

2
u(xi, tj+1/4) +

1

2
∆tj

du(xi, tj+1/4)

dt

u(xi, tj+3/4) =
1

9
u(xi, tj)−

1

9
∆tj

du(xi, tj)

dt
+

2

9
u(xi, tj+1/4)−

1

3
∆tj

du(xi, tj+1/4)

dt

+
2

3
u(xi, tj+2/4) + ∆tj

du(xi, tj+2/4)

dt

u(xi, tj+1) =
1

3
u(xi, tj+1/4) +

1

6
∆tj

du(xi, tj+1/4)

dt

+
1

3
u(xi, tj+2/4) +

1

3
∆tj

du(xi, tj+2/4)

dt
+

1

3
u(xi, tj+3/4) +

1

6
∆tj

du(xi, tj+3/4)

dt

(3.20)

で与えられる (Shu & Osher 1988)。

クーラン条件

スカラー偏微分方程式
∂u

∂t
+ f(u)

∂u

∂x
= 0 (3.21)
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を考える。この方程式の位置xにおける波の物理的な移流速度は f(u)なので、１ステッ
プの時間∆tのうちに情報が伝わる長さは f(u(x))∆tで与えられる。ところで数値的に
は、式 (3.4)の離散化によると、u(xi, tj+1)に寄与する値はu(xi−1, tj), u(xi, tj), u(xi+1, tj)
であり、隣接メッシュからのみ情報が伝達する。このため、全メッシュに対し∆x ≥
f(u(x))∆tが満たされていないと数値計算が破綻する。このことは、クーラン数Cを
用いて

C := a
∆t

∆x
≤ 1 (3.22)

と書き直すことができる (クーラン条件)。ただし音速 a = |f(u)|とした。これはスキー
ムが安定であるための必要条件であり、実際の運用には 1よりも小さい値を用いる (後
述)。ベクトル偏微分方程式の場合、式 (2.14)の行列Aの固有値の絶対値の最大値を
用いて

a = max
i

||A|i| (3.23)

とする。ただし |A|iは行列Aの i番目の固有値を表し、外側の | · |は絶対値である。

誤差/次数の定義

ある時刻 tにおいて、数値計算の結果と解析解を比べてスキームの収束次数を見積も
るため、また数値計算同士の誤差を見積もるためには二つの u(xi)同士を比較する方
法が必要である。ここでは誤差評価の方法としてL2誤差 (Appendix A.1)を採用する。
特に、空間 n次のスキームとはメッシュ幅 hに対し全メッシュでの合計誤差 ϵが hnに
比例する場合をいう。例えば、式 (3.4)の前進差分は一メッシュ当たりの誤差はO(h2)
であるが、全メッシュでの誤差はO(h1)になるため、一次精度のスキームである。

3.2 不連続ガラーキン (DG)法

3.2.1 定式化

本章の議論は主に (Jan S. Hesthaven 2008)によった。

一般の基底の場合

スカラー偏微分方程式
∂u

∂t
+
∂f(u)

∂x
= 0, x ∈ Ω (3.24)

を考える。Ωは一次元の閉区間でK個の重ならないメッシュに分割されており、k番
目のメッシュの領域をDkとする。各メッシュkにおいて、

uk(x, t) ≃ ukh(x, t) =

Np−1∑
n=0

ûkn(t)ψ
k
n(x) (3.25)

と表されているとする。但し、ukは物理解、ukhは数値解、ψ
k
nはメッシュkでの n番目

の基底関数、ûknは基底関数の重みづけを表し、Npを基底関数の数とする。特に、ukhは
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𝒙

メッシュK

𝝍𝟏(𝒙)

𝝍𝟎(𝒙)

𝝍𝟐(𝒙)

𝒖𝒉:線形結合

図 3.2: DGにおける物理量の表し方
　 　　

メッシュの境界において不連続になりうる。さて、数値的に式 (3.24)は、残差Rh(x, t)
を用いて

Rh(x, t) :=
∂uh
∂t

+
∂f(uh)

∂x
≃ 0 (3.26)

と表現できる。0を積分しても 0のままであるから、∫
Dk

Rh(x, t)ψn(x)dx = 0, 0 ≤ n ≤ Np − 1 (3.27)

ここで、左辺が数値的に扱いやすい形になったので≃を =に置き換え、これを Dis-
continuous Galerkin法 (DG)の要請とした。2このように、時間発展方程式が xに対し
ての積分で書かれていることを積分系の方程式という。（逆に、差分法のような定式化
を微分系の方程式という。）ukhはメッシュの境界において不連続なので、境界におい
ては微分値が存在せず、定式化を行うことができない。積分系においては、節 (3.2.2)
で議論するメッシュ境界での数値流束さえ定義してしまえば定式化は容易である。
式 (3.27)に式 (3.26)を代入して第二項を部分積分すると、∫

Dk

(
∂ukh
∂t

ψk
n − f(ukh)

∂ψk
n

∂x

)
dx = −

[
f(ukh)ψ

k
n

]xk
r

xk
l

= −
∫
∂Dk

n̂f(ukh)ψndx (3.28)

を得る。但し式中の xkl、x
k
r は区間Dkの左右端を表し、n̂はDkからの外向きの法線

ベクトルを表す。3式 (3.28)は第一式がメッシュ内の物理量の時間発展、第三式が隣接
メッシュからの物理量の流入とみなすことができ、これがスキームの時間発展を記述

2これらの違いはせいぜい数値誤差の分しかない
3今回は一次元であるから n̂ = ±1である
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する。式 (3.28)に式 (3.25)を代入すると∫
Dk

(
Np−1∑
m=0

∂ûkn(t)

∂t
ψk
nψ

k
m − f(ukh)

∂ψk
n

∂x

)
dx = −

∫
∂Dk

n̂f(ukh)ψndx (3.29)

である。ここで

f(ukh) =

Np−1∑
n=0

f̂k
n(t)ψ

k
n(x) (3.30)

と fを基底で表現すると、両辺に ψk
m(x)を掛けて xで積分することで∫

Dk

ψk
m(x)f(u

k
h)dx =

Np−1∑
n=0

f̂k
n(t)

∫
Dk

ψk
n(x)ψ

k
m(x)dx (3.31)

であり、基底の直交関係

Mk
ij :=

∫
Dk

ψk
i (x)ψ

k
j (x)dx (3.32)

を用いて

f̂k
n(t) =

Np−1∑
m=0

(M−1)
k

nm

∫
Dk

ψk
m(x)f(u

k
h)dx (3.33)

である。但し、(M−1)
k
ij はMの i,jの添字を行列とみなした場合の逆行列である。式

(3.29)の左辺第二項に式 (3.30)を代入すると∫
Dk

(
f(ukh)

∂ψk
n(x)

∂x

)
dx =

∫
Dk

(
Np−1∑
m=0

f̂k
m(t)ψ

k
m(x)

∂ψk
n(x)

∂x

)
dx =

Np−1∑
m=0

f̂k
m(t)Sk

mn (3.34)

と変形できる。但し、基底の微分の直交関係を

Sk
ij :=

∫
Dk

ψk
i (x)

∂ψk
j (x)

∂x
dx, (3.35)

とした。式 (3.29)の左辺第一項に式 (3.32)、第二項に式 (3.34)を代入し書き換えると

Np−1∑
m=0

(
Mk

mn

∂ûkn(t)

∂t
− Sk

mnf̂
k
m(t)

)
= −

∫
∂Dk

n̂f(ukh)ψndx (3.36)

を得る。この右辺は
f(ukh(x

k
l ))ψ

k
n(x

k
l )− f(ukh(x

k
r))ψ

k
n(x

k
r) (3.37)

と書き換えることができる。しかし、f(ukh(x
k
r))や f(ukh(x

k
l ))はメッシュの領域の端に

かかっているため一意に定まらない。数値的には f(ukh)を数値流束 f ∗(ukh)で近似する。
この数値流束の取り方には任意性があり、3.2.2章で議論する。結局、式 (3.36)は

∂ûkn(t)

∂t
=

Np−1∑
m=0

Np−1∑
j=0

(M−1)knm(ST )kmj f̂
k
j (t) +

Np−1∑
m=0

(M−1)knm(f
∗k
l ψk

m(x
k
l )− f ∗k

r ψk
m(x

k
r))

(3.38)
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とでき、左辺がメッシュ内の物理量の時間発展を与える。但し、(ST )
k

ij は S の i,jの
添字を行列とみなした場合の転置行列、f ∗k

l/r はメッシュkの左右境界を通る数値流束
f ∗(ukh(x

k
l/r))である。

初期条件

ûkn(t)の初期条件 ûkn,init := ûkn(t = 0)は式 (3.30)～(3.33)と同様の計算により

ukinit(x) =

Np−1∑
n=0

ûkn,initψ
k
n(x), (3.39)

と基底に分解して

ûkn,init =

Np−1∑
m=0

(M−1)
k

nm

∫
Dk

ψk
m(x)u

k
init(x)dx, (3.40)

と導入することができる。ukinit(x)は外部から与えられた t = 0における初期条件で
ある。

基底の取り方

本研究では基底 ψk
n(x)としてルジャンドル多項式 (Appendix B)を採用する。すなわ

ち、各メッシュ[xkl , x
k
r ]において区間の長さ Lk := xkr − xkl とすると

µ(x) :=
2x

Lk

− 1, (3.41)

ψk
n(x) = Pn(µ(x)), (3.42)

を採用する。ルジャンドル多項式の性質の式 (B.2)より、直交性

Mk
nm =

∫
Dk

Pn(µ(x))Pm(µ(x))dx =
Lk

2n+ 1
δmn, (3.43)

が成立し、Mは対角行列になる。また Sについても式 (B.9)により

Sk
nm =

∫
Dk

Pn(µ(x))
∂Pm(µ(x))

∂x
dx =

{
2 (n+ 1 ≤ mかつ n+ 1 ≡ m,mod2)
0 (otherwise)

,

(3.44)
と簡潔な形になる。特に、分子分母の dxが相殺されるためにLkに依存しない。後に
式 (3.104)で示すように、ルジャンドル多項式以外の基底を採用した場合は行列M,S
が疎行列にならないため、計算量が大幅に増えてしまう。

誤差評価の方法

誤差評価の方法として、L2ノルム (Appendix A.1)を用いた。但し、単一のメッシュ内
での解析解と数値解の誤差の評価にはメッシュ中心の値のみを使用した。これは、ガ
ウスルジャンドル積分（Appendix C）においての最低次に対応する。
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クーラン条件

DG法の場合には差分法とは異なり、多項式補間の分だけ実効的なメッシュ解像度が
上がっているとみなせ、そのクーラン数は式 (3.22)から

C := a
∆t

∆x
(2N − 1), (3.45)

と変更される (Bernardo Cockburn 1989)。但し、aは移流速度、N はDGの次数 (一
次元方向の多項式の数)である。

3.2.2 数値流束

定義

メッシュへの物理量の流入/流出の計算にはメッシュ境界においての流束 f(u(x))が必
要であるが、数値解 uh(x)はメッシュの端点において不連続であるため単純に f(u(x))
を決めることができない。そこで uh(x)の両側からの極限を

u−(x) := uh(x− 0), (3.46)

u+(x) := uh(x+ 0), (3.47)

として、f(u(x)) ≃ f ∗(u−, u+)と近似する。DG法は、f ∗(u−, u+)が次の３つの性質を
持つ場合に安定になる。
１.整合性:

f ∗(u, u) = f(u), (3.48)

２.リプシッツ連続性4:
a1, a2, b1, b2によらない定数 La, Lbが存在して

|f ∗(a2, b2)− f ∗(a1, b1)| ≤ La|a2 − a1|+ Lb|b2 − b1|, (3.49)

３.単調性:

f ∗(a, b), a ≤ bは aについて単調減少、bについて単調増加である (3.50)

これらの条件を満たす数値流束として以下のものがよく使われる。

Godunov flux

f ∗(u−, u+) =

{
minu∈[u−,u+] f(u) (u− ≤ u+)
maxu∈[u+,u−] f(u) (otherwise)

, (3.51)

Local Lax-Friedrich flux

f ∗(u−, u+) =
f(u−) + f(u+)

2
− |λ|

2
(u− − u+), (3.52)

|λ| := max
u∈[u−,u+]

∣∣∣∣∂f(u)∂u

∣∣∣∣ , (3.53)

4関数の性質に対する数学的な概念で、連続的微分可能よりも弱く連続関数よりも強い条件である
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𝒙
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𝒇∗(𝒖−, 𝒖+)

𝒖+

図 3.3: メッシュ境界における流束
　 　　

Roe flux

f ∗(u−, u+) =
f(u−) + f(u+)

2
− |λ|

2
(u− − u+), (3.54)

|λ| :=
∣∣∣∣f(u+)− f(u−)

u+ − u−

∣∣∣∣ , (3.55)

なお、実装の都合上minu∈[u−,u+] ·(u)をmin[·(u−), ·(u+)]と近似することがある。(max
についても同様)また、Roe fluxは実装は簡単であるが単調性 (3.50)を満たさない。

3.2.3 limiter

Gibbs現象

不連続関数を連続関数のN 次の級数で近似する際に、たとえN → ∞であっても不
連続点付近で近似値の最大値が元の関数の最大値よりも大きくなってしまう5。例とし
て、矩形波の初期条件をN = 4、N = 10のルジャンドル多項式で近似した場合を示
す (図 3.4、3.5)。次数が上がると差の L2ノルムの意味での近似の精度は向上するが、
振動の振幅は改善しない。
これをGibbs現象といい、衝撃波を含む問題を数値的に解く際に数値解が振動す

る原因になる。そのため、振動を抑える機構が必要であり、limiterと呼ばれる手順に
よってこれを行う。

slope limiter

slope limiterは、以下の流れで行われる。
1.まず、全メッシュに対して振動して不適切な状態である”troubled”であるかどうか

5関数列は元の関数に各点収束するが絶対収束しない
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図 3.4: N = 4での矩形波の近似:
不連続関数を連続関数で近似する
際に振動が生じている
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図 3.5: N = 10での矩形波の近似:
次数を上げても、振動の
振幅は減少しない

の判定を行う。
2.”troubled”なメッシュに対し、振動を除去する操作を行う。
limiterが満たすべき性質として、

• 保存則を破らない

• 振動を抑える (TVD,TVB条件を満たすなど)

• 振動がない部分の精度をなるべく下げない

が挙げられる。なお、ルンゲクッタ法 (式 3.11)のように時間積分を複数回行う場合は、
時間積分をする度に slope limiterをかける必要がある。

実装

ルジャンドル多項式の基底を仮定して話を進める。kをメッシュの添字とし、ūkhをメッ
シュ内の ukhの値の平均値とする。式 (3.25)の ûknを用いて ūkh = ûk0である。u

k
l をメッ

シュの左端での ukhの値 ukh(x
k
l + 0)とし、ukr をメッシュの右端での ukhの値 ukh(x

k
r − 0)

とする。
1.limited edge value: vkl , v

k
r を計算する。

vkl = ūkh −m(ūkh − ukl , ū
k
h − ūk−1

h , ūk+1
h − ūkh), (3.56)

vkr = ūkh −m(ūkh − ukr , ū
k
h − ūk−1

h , ūk+1
h − ūkh), (3.57)

これは、メッシュ左右端での値 ukl , u
k
r に対して左右のメッシュとの値の比較により振

動を抑えた値であり、minmod関数は

m(a1, · · · , an) =


min

i
ai (全ての ai > 0)

max
i
ai (全ての ai < 0)

0 (otherwise)

, (3.58)
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と定義される。もし、
vkl ̸= uklまたは vkr ̸= ukr , (3.59)

であればこのメッシュを troubledとしてマークする。
2.troubledのメッシュに対し、平均値 ûk0を保ったまま傾き ûk1を

ûk1 → m(ûk1, û
k+1
0 − ûk0, û

k
0 − ûk−1

0 ), (3.60)

ûkn → 0(2 ≤ n), (3.61)

と変更する。この変更によって新しい解は式 (3.56)(3.57)を満たす。この limiterによっ
て、TVDM条件、すなわちメッシュの平均値 ûk0(in the mean,”M”)におけるTVD条
件が満たされることが保証される (Jan S. Hesthaven 2008)。

𝒙
𝒖𝒍
𝒌
𝒖𝒓
𝒌

𝒗𝒍
𝒌 𝒗𝒓

𝒌

𝒌 − 𝟏mesh: 𝒌 𝒌 + 𝟏

図 3.6: slope limiterの概念図:元の数値解 (黒実線)の傾きは傾きの絶対値が小さいほ
うの赤破線に limitされる。なお、概念図のため vkl , v

k
r は式 (3.56)(3.57)とは

わずかに異なる
　 　　

top-hat問題

slope limiterは振動、つまり数値解の極値を除去する機構であるが、これを急なピー
クをもつ問題 (例として sin波)に適用すると極値の部分が平らになってしまう問題が
生じる。これを top-hat問題とよぶ。 この問題を回避するため、slope limiterの強さ
を抑え、ある一定の曲率パラメータMを持つ極値を許容するような改良を行う。この
limiterについて次節で議論する。
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図 3.7: top-hat問題の例、関数の真のピークが数値振動とみなされて鈍ってしまう
　 　　

TVB limiter

先述の slope limiterに対し、m(· · · )の代わりに

m̄(a1, · · · , an) = m(a1, a2 +Mh2sign(a2), · · · , an +Mh2sign(an)) (3.62)

を採用することで曲率がM以下の値を持つ極値をつぶさないことができる (Shu 1987)。
但し、sign(a)は符号関数、Mは曲率を表すパラメータで、数値解の空間二回微分に対
応する6。M は問題ごとに手で定める必要があり、大きすぎると数値振動を抑えきれ
ず、小さすぎると top-hat問題を生じる。M として初期条件の空間二回微分の最大値
を採用することが多い。

filter

limiterに代わる振動抑制の操作としてfilterが挙げられる。このfilterは、一般的なロー
パスフィルタのように、高周波 (ûknの nが大きい部分に対応)をカットする効果があ
る。数値振動は一般に高周波成分を多く含み、それを抑制することでアルゴリズムの
安定性を増すことができる。例えば、α, s, ηcを定数として

σ(η) =

{
1 (0 ≤ η ≤ ηc)

exp
(
−α
(

η−ηc
1−ηc

)s)
(ηc ≤ η ≤ 1),

(3.63)

ûkn = exp

(
n− 1

Np

)
ûkn, (3.64)

6つまり曲率半径とは大小が逆である
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と係数を補正する (よく α = 36, s = 6や s = 32, ηc = 0.5等が使われる)。これは
exponential filterと呼ばれる。filterは slope limiterよりも実装が単純で、処理にかか
る時間も slope limiterよりも短い利点があるが、振動の有無に関わらず高周波成分を
抑制してしまうため、slope limiterよりも数値解に対する影響が大きい。このように性
能は slope limiterに劣るが、メッシュ領域が三角形や (超)四面体である場合など slope
limiterの実装が難しい場合に採用されることがある。

positivity limiter

この節の議論は (Guillet et al. 2018)によった。
物理学上は例えば密度 ρ(x)や分布密度 f(x, v)などの量は決して負にならないが、計
算機上では数値誤差や振動の結果により負の量 (非物理的な状態)が発生しうる。これ
を修正する機構が positivity limiterである。positivity limiterは、前述の slope limiter
等とは独立した概念であるため、他の limiterと共存しうる。positivity limiterは各々
のメッシュkの領域Kにおいて、以下の機構で行われる:

positivity limiterの対象になる変数を u(x⃗)とするとき、

• もしも、x⃗ ∈ Kにおいての多項式補間 u(x⃗)の最小値が 0以上の場合は、何もし
ない

• 最小値が 0未満の場合、u(x⃗) = u0 + u1(x⃗)と解を分解する。但し、u0はKにお
いての u(x⃗)の平均値

u0 =

∫
K
u(x⃗)dx⃗∫
K
dx⃗

, (3.65)

u1(x⃗) = u(x⃗)− u0, (3.66)

である。(ルジャンドル多項式の基底をとっている場合は定数部分が u0に、それ以外
が u1(x⃗)に対応する)もし、0 ≤ u0の場合は、新しい解を

uP−limited(x⃗) = u0 + ru1(x⃗), (0 ≤ r < 1), (3.67)

の x⃗ ∈ Kでの最小値が 0になるように rを選んで修正する。特に、この操作において
は明らかに保存則を破らない。　
u0 < 0の場合には、

uP−limited(x⃗) = 0, (3.68)

と修正する。この操作では保存則が破れるので、この操作が起こることは望ましくない。

MPP(Maximum Principle Positivity) limiter

移流方程式やバーガース方程式、ブラゾフ方程式等の移流型の方程式においては、数学
的にu(x⃗)は前ステップのu(x⃗)の最大値Mを超えることができない（最小値についても
同様）。これを最大値の原理といい、このことを利用して positivity limiterと同様の解



3.2 不連続ガラーキン (DG)法 24

𝒙
𝒖𝟎

図 3.8: positivity limiterの概念図
　 　　

の修正を行うことができ、これをMPP limiterという。全メッシュに対する解析的な最
大値最小値を課す global MPP(GMPP) limiter7においては、初期条件がu(x, 0) = sin x
の一次元移流方程式の場合、各 step毎に最大値 1、最小値-1の制限を positivity limiter
と同じ方法で与える。他の実装では、前 stepの隣接メッシュの最大最小値を超えない
ことを課す local MPP(LMPP) limiterが挙げられ、この方法では各 step毎にメッシュ
内の u(x)の最大最小値を三分探索 (Appendix E)で求める。つまり、各メッシュkに
対して時間積分前に

mink = min
x∈[K および隣接するメッシュ]

u(x), (3.69)

maxk = max
x∈[K および隣接するメッシュ]

u(x), (3.70)

を計算しておき、時間積分後に k内の解が [mink,maxk]に収まるように補正する。こ
の方法の改良として、

min
k
= mink − ((1 +D)

∆t
1s − 1)(maxk −mink)

2
(3.71)

maxk = maxk +
((1 +D)

∆t
1s − 1)(maxk −mink)

2
(3.72)

として [mink,maxk]に収まるように補正する local TVB MPP(LMPPB) limiterにつ
いても試験を行った。ただし、D > 0である。
LMPPB limiterは、

maxk −min
k
= (1 +D)

∆t
1s (maxk −mink) (3.73)

であるから (∆tはタイムステップ)、全メッシュでの nステップ目の u(x)の最大値と
最小値の差をMnとすると

Mn+1 ≤ (1 +D)
∆t
1sMn (3.74)

7一般に、MPPというとこれのことを指す
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が成立するため、時間 T の間にはMnは高々初期値の

(1 +D)
T
1s , (3.75)

倍にしかなりえない。厳密には、TVB条件は式 (3.75)のように T に依存してはならな
いが、似た概念であるため、ここではLocal「TVB」MPP limiterと呼ぶこととする。

3.2.4 ベクトル方程式かつ空間多次元の場合

uが J成分かつ空間座標 x⃗がD次元の場合 (式 (2.24)の偏微分方程式を解く場合)を考
える。

メッシュ

ここでは、メッシュがD次元超直方体Dkで、その辺が x⃗軸に平行な場合、

Dk = [xk−1 , xk+1 ]⊗ [xk−2 , xk+2 ]⊗ · · · ⊗ [xk−D , xk+D ], (3.76)

であり、Lk
dをDkの xd軸方向の長さ

Lk
d := xk+d − xk−d (3.77)

であるとする8。

基底

まず、空間一次元 D = 1の時は区別する必要のなかった DG法の次数 N と基底の
数 Np(N,D)を区別する必要がある。一般に 2 ≤ Dのとき N < Np である。n番目
(0 ≤ n < Np)の基底は各方向へのルジャンドル多項式の積

ψk,D
n (x⃗) = Pn′(1)(µ1(x1))Pn′(2)(µ2(x2)) · · ·Pn′(D)(µD(xD)) =

D∏
d=1

Pn′(n,N,d,D)(µd(xd)),

(3.78)
で与えられる。但し、µd(xd)は空間の xd軸方向に対し、メッシュ領域を [-1,1]に対応
させる変換 (式 (3.41)の多次元版)

µd(xd) :=
2xd
Lk
d

− 1, (3.79)

であり、非負整数 n′(n,N, d,D)は基底 nのうち xd軸方向のルジャンドル多項式の次
数を表し、nは多項式全体の次数がN 未満であるもの、つまり

D∑
d=1

n′(n,N, d,D) < N, (3.80)
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HHHHHHn
d

0 1 ψk,D=2
n (x⃗)

0 0 0 P0(x)P0(y)
1 0 1 P0(x)P1(y)
2 1 0 P1(x)P0(y)
3 2 0 P2(x)P0(y)
4 1 1 P1(x)P1(y)
5 0 2 P0(x)P2(y)

表 3.1: D = 2, N = 3の場合の基底の一例

を満たす基底のうち相異なるもの全てをとる。例えば、D = 2, N = 3のとき基底
Np(2, 3) = 6で n′(n, 2, d, 2)は表 3.1のようになる。但し、x⃗ = (x, y)とした。
一般に次元D、次数N に対する基底の数Np(D,N)は和がN − 1以下である非負

整数をD個に振り分ける方法の数に等しいから組み合わせ nCmを用いて9

Np(D,N) = N+D−1CD =
(N +D − 1)!

D!(N − 1)!
, (3.81)

で与えられる。特に、D = 1のとき

Np(1, N) = N, (3.82)

D = 2のとき

Np(2, N) =
N(N + 1)

2
, (3.83)

D = 3のとき

Np(3, N) =
N(N + 1)(N + 2)

6
, (3.84)

である。(図 3.9)
この基底 ψk,D

n (x⃗)を用いて、数値解uk
h(x⃗, t)を

uk
h(x⃗, t) =

Np−1∑
n=0

ûk
n(t)ψ

k,D
n (x⃗), (3.85)

と表す。特に、基底は J によらないスカラー量で表すことができる。また、メッシュ
内の f の基底への分解は式 (3.30)(3.33)の多次元の拡張

f⃗(uk
h) =

Np−1∑
n=0

ˆ⃗
fk
n(t)ψ

k
n(x⃗), (3.86)

8メッシュは一般的な形 (超四面体など)に拡張することができ、それこそが DG法の強みであるの
だが、定式化が煩雑になりすぎるためここでは割愛する

9高校数学より、和が N − 1「以下」である非負整数を D個に振り分ける方法の数は、和が N − 1
ちょうどである非負整数をD + 1個に振り分ける方法の数に等しい
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図 3.9: 空間次元D = 3の場合の基底 10個:各立方体はその座標 (x, y, z) = (i, j, k)に
対応する多項式 Pi(x)Pj(y)Pk(z)を表している

　 　

ˆ⃗
fk
n(t) =

Np−1∑
m=0

(M−1)
k

nm

∫
Dk

ψk
m(x⃗)

ˆ⃗
f(uk

h)dx⃗, (3.87)

Mk
ij :=

∫
Dk

ψk
i (x⃗)ψ

k
j (x⃗)dx⃗, (3.88)

で与えられる。また、行列 S(式 3.35)については J × J 行列の空間D次元ベクトル

S⃗k
ij :=

∫
Dk

ψk
i (x⃗)∇⃗ψk

j (x⃗)dx⃗, (3.89)

となる。なお、空間一次元の場合に行列MとSで成立した等式 (3.43)(3.44)はもはや成
立しないので、以前と同様の手順を踏んで計算する必要がある。例えば、D = 2, N = 3
で表 3.1の基底の場合は行列Mと Sは以下で与えられる。

Mk
ij = V k


1 0 0 0 0 0
0 1/3 0 0 0 0
0 0 1/3 0 0 0
0 0 0 1/5 0 0
0 0 0 0 1/9 0
0 0 0 0 0 1/5

 , (3.90)

S⃗k
ij = V k


1

Lk
1


0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 2/3 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,
1

Lk
2


0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 2/3 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



 . (3.91)
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但し、V kは超直方体Dkの体積

V k :=
D∏

d=1

Lk
d, (3.92)

である。ここで後で使用する補題を示しておく:

補題 3.2.1 NはDよりも十分に大きいとする。このとき、S⃗k
ijの全成分の要素数はNp

2D
個であるが、そのうち非ゼロなものはO(ND+1)個である

証明:
D = 1のとき、S の式は式 (3.44)のように書き下せるから、0でない要素は 2のみ
で、その数は確かに O(N2)個である。D > 1のとき、式 (3.89)のナブラの第一成分
(x1 方向への微分)を考える。i番目の基底を ψk

i (x⃗) = Pa(x1)PN−1−I(x2, · · · , xD)と
分解する。但し、N − 1 − I は x1が含まれない全基底の次数の合計値で、0 ≤ I ≤
N − 1である。ここで、x1方向まで含めた全部の基底の次数の合計値が N − 1であ
ることから、0 ≤ a ≤ I である。ルジャンドル多項式の直交性より、微分が絡まな
い成分に対しては同じ多項式でないと値は非ゼロにならないので、ψk

j (x⃗)についても
ψk
j (x⃗) = Pb(x1)PN−1−I(x2, · · · , xD)とかける。但し 0 ≤ b ≤ Iで、PN−1−I(x2, · · · , xD)
の部分は共通である。このとき、x1方向への積分を考えると、D = 1の場合と同等
なので O(I2)個である。一方、PN−1−I(x2, · · · , xD)になる基底 P?(x2), · · · , P?(xD)の
組み合わせは和がN − 1− I個になる非負整数をD − 1個に振り分ける場合の数だか
ら N+D−I−3CD−1 = O((N +D − I)D−2)個、よって求めたい全部の非ゼロ成分の数は∑N−1

I=0 O(I
2(N +D − I)D−2) = O(ND+1)個である。

初期条件

空間D次元、連立 J 次元の場合、式 (3.40)の初期条件の導入は

ûk
n,init =

Np−1∑
m=0

(M−1)
k

nm

∫
Dk

ψk
m(x)u

k
init(x⃗)dx⃗ (3.93)

と変更される。ただし、uk
init(x⃗)はメッシュkにおける外部から与えられた t = 0にお

ける初期条件である。

クーラン条件

DGの場合のクーラン数 (式 3.95)は空間D次元、連立 J 次元の場合は

C := A
∆t

∆x
(2N − 1), (3.94)

となる。但し、Aは移流速度の空間、連立における最大値

A := max
d,j

a⃗, (3.95)

である。
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数値流束

数値流束はD×J要素をもつ値 f⃗ ∗になり、例えばLocal Lax-Friedrich flux(式 (3.52))は

f⃗ ∗(u−,u+) =
f⃗(u−) + f⃗(u+)

2
−

⃗|λ|
2

⊗ (u− − u+), (3.96)

⃗|λ| := max
j

max
u∈V ±

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂f⃗(u)∂u

∣∣∣∣∣
j

∣∣∣∣∣∣
, (3.97)

V ± := [u−1 , u
+
1 ]⊗ [u−2 , u

+
2 ]⊗ · · · ⊗ [u−J , u

+
J ], (3.98)

と変更を受ける。式 (3.97)の意味であるが、まず ∂f⃗(u)
∂u
の項で J ×Jのヤコビ行列を計

算し、内側の | · |jでその j番目の固有値を計算し、外側の | · |でその絶対値をとってい
る。次に内側のmaxで uを超直方体 V ±の中で動かして固有値の絶対値の最大値をと
る。この時点で (·)の中身の次元はD × J である10。最後に外側のmaxで j = 1 · · · J
と変化させてその最大値をとり、最終的なD成分のベクトル ⃗|λ|を得る。

時間発展

時間発展方程式 (3.38)は数値流束 f⃗ ∗を用いて

∂ûk
n(t)

∂t
=

Np−1∑
m=0

Np−1∑
j=0

(M−1)knm(S⃗T )kmj ·
ˆ⃗
fk
j (t) +

Np−1∑
m=0

(M−1)knm

∫
∂Dk

n⃗ · f⃗ ∗(ukh)ψndx⃗

(3.99)
と変更される。但し、右辺の積分は式 (3.36)の形で記述した。∂DkはDkの d− 1次元
の表面、n⃗は外向きの法線ベクトルである。但し式中の二つの ·については空間D成
分の内積を取っている。

limiter

空間が二次元以上の場合の limiterは、まず全次元に対し式 (3.59)を吟味し、一つでも
当てはまった場合はセル全体を”troubled”としてマークする。その後、基底の一次式
成分のみを左右のメッシュの物理量の平均値から定め (式 3.60)、二次成分以上はすべ
て 0に変更する (図 3.10)。

3.2.5 実装

DG法全体の流れを図 3.11に示す。

10f⃗ 由来の D次元と固有値の数の J次元の直積
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図 3.10: D = 2、Np = 4の場合の二次元 limiterの概念図、ûk1x等は式 (3.60)で定めら
れた値

　 　

3.2.6 計算量オーダー

DGの次数Nとメッシュ分割数Kを引数とした計算時間オーダーを考える。まず、全
計算にかかるタイムステップ数は式 (3.94)において、∆x ∼ K−1とすることで

O(NK), (3.100)

であり、一ステップの一メッシュあたりにかかる計算は式 (3.99)より

O(ND) +O(orderD−1) = O(ND), (3.101)

である。orderは数値積分の次数である。左辺第一項は補題 (3.2.1)により (Dは定数
とするのでDの係数は落とした)、第二項はM−1は対角成分のみをもつ行列であるこ
とから積分の部分が律速する。右辺は orderをN と等しく取ると得られる。但し、式

(3.99)中の ˆ⃗
fk
j に含まれるルジャンドル多項式Pl(x)はO(1)で計算できると仮定した11。

よって、計算 1ステップにかかる計算時間はメッシュ数KDを掛けて

O(NDKD), (3.102)

であり、計算全体ではタイムステップ数を掛けることで

O(ND+1KD+1), (3.103)

を得る。ルジャンドル多項式以外の基底を使った場合は、S,Mが疎行列ではなくなる
ため式 (3.94)のシグマを愚直に計算しなければならず、計算量は

O(N2D+1KD+1), (3.104)

まで増えてしまう。

11理論上はルジャンドル多項式は O(l)個の項を持つ多項式の計算なので計算量は O(l)になるが、実
際にプロファイリングを行ったところ、l < 20の場合に対しては関数呼び出しのコストが加算乗算のコ
ストを上回るので、実質的に O(1)になった
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開始

終了

初期条件導入

クーラン条件による𝚫𝐭の決定

DGによる
𝝏𝒖

𝝏𝒕
の計算

新しい𝒖の見積もり

limiter

1step毎のループ

時間積分器の段数
だけループ

時間積分ループ

重みの更新

終了時間まで
ループ

図 3.11: 実際の計算の流れ
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3.2.7 メモリ使用量

一メッシュに一つの浮動小数が対応するMP法などの方法と違い、DG法は一メッシュ
あたりNp個の浮動小数を記録しておく必要がある。このため、理論上必要な最小限
のメモリは (倍精度浮動小数を使用した場合)、

Memory(K,N,D) ∼ KDNp(D,N)× 8byte, (3.105)

である。これは空間一次元D = 1の際は特にメリットとならないが、空間多次元の場
合はNp(D,N)の係数のおかげでメモリが節約できる。例えば、D = 3の場合

Memory(K,N, 3) ∼ K3N(N + 1)(N + 2)

6
× 8byte, (3.106)

と係数 1
6
の分だけ有利になる。例として、N = 4, K = 128のメッシュで三次元計算を

行う場合のメモリ使用量はMemory(128, 4, 3) ∼ 320Mbyteである。



Chapter 4

Result

4.1 共通設定

この章では、特に指定のない限りは、クーラン数= 0.12(式 3.23)、3次のTVDルンゲ
クッタ (式 3.19) 、Local Lax-Friedrich flux(式 3.52、3.53)、DG法の基底はルジャンド
ル多項式 (式 3.42)を用いて計算を行った。

4.2 移流方程式 (1D)

4.2.1 ガウス積分次数の検討

ガウスルジャンドル積分 (Appendix C)の次数は、計算の精度とコストに直結するた
め、精度を落とさない必要最低限の次数を採用する必要がある。ここでは、

sin波の一次元移流問題

∂u(x, t)

∂t
+ π

∂u(x, t)

∂x
= 0 (0 ≤ x ≤ 2π : periodic), (4.1)

u(x, 0) = sin x, (4.2)

を t = 0から t = 2まで積分し、数値積分の次数とDG法の次数を変化させて誤差の収
束を調べた。滑らかな問題のため、limiterは使用していない。
例として、DGの次数N = 4のときの誤差収束を図 4.1に示す。さらに、DGの次

数と数値積分の次数を変えた時の誤差のふるまいを表 4.1に示す。
この結果を踏まえ、今後は数値積分の次数をN と同じにとる。

4.2.2 矩形波

u(x)の値の不連続性を含む場合のテストとして矩形波の一次元移流問題

∂u(x, t)

∂t
+
∂u(x, t)

∂x
= 0 (0 ≤ x ≤ 2 : periodic), (4.3)

33
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図 4.1: sin波でのDG4に対し,数値積分次数を 1st～4thに変えた時の誤差解析の結果
メッシュ数は 8～256,時刻は t = 2,1st,2ndについては発散した

　 　
XXXXXXXXXXXXNP

integral order
1st 2nd 3rd 4th 5th

1 ⊚ ⊚ ⊚ ⊚ ⊚
2 ⃝ ⊚ ⊚ ⊚ ⊚
3 × ⊚ ⊚ ⊚ ⊚
4 × × ⊚ ⊚ ⊚
5 × × × ⃝ ⊚

表 4.1: DG法の次数と数値積分の次数の関係:⊚:正しく解ける,⃝:収束次数は同じだが
係数が劣る,△:収束次数が悪い (該当なし),×:発散する

u(x, 0) =

{
1 (1

2
≤ x ≤ 3

2
)

0 (otherwise),
(4.4)

を t = 0から t = 2まで積分し、limiterの種類を変化させて誤差と振動の様子を比較
した。TVB limiterについては曲率パラメータM = 10、filterについては s = 6, ηc =
0.1, α = 36、LMPPB limiterについてはD = 1とした。

波形

メッシュ数K = 32、次数N = 4について、各々の limiterをかけたときの t = 2にお
いての波形を図 4.2から図 4.9に示す。各図とも緑色の線が解析解、オレンジ色の線が
数値解である。
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図 4.2: limiter評価:no limiter
K = 32, N = 4, t = 2.0

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

u

TVD numeric
analytic

図 4.3: limiter評価:slope limiter
K = 32, N = 4, t = 2.0
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図 4.4: limiter評価:TVB limiter
K = 32, N = 4, t = 2.0,M = 10
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図 4.5: limiter評価:filter
K = 32, N = 4, t = 2.0, s = 6,
ηc = 0.1, α = 36
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図 4.6: limiter評価:positivity limiter
K = 32, N = 4, t = 2.0
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図 4.7: limiter評価:MPPlocal
K = 32, N = 4, t = 2.0
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図 4.8: limiter評価:MPPlocalTVB
K = 32, N = 4, t = 2.0, D = 1
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図 4.9: limiter評価:MPPglobal
K = 32, N = 4, t = 2.0

誤差解析

DGの次数をN = 4に固定し、メッシュ数Kと、limiterの種類を変化させて解析解と
数値解の L2誤差 (Appendix A.1)を調べた。
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図 4.10: 矩形波移流の誤差解析:
DG法の次数N = 4,メッシュ数 16～512,t = 2

　 　

4.2.3 sin波

滑らかな問題の例として、sin波の一次元移流問題式 (4.1)(4.2)について、前節と同様
の解析を行った。但し、今回はDGの次数N = 3、ルンゲクッタの次数を 4次にした。
問題の性質上、positivity limiterについてはテストを行わなかった。
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図 4.11: sin波移流の誤差解析
滑らかな sin波移流の問題について、limiterが精度を落とさないかどうかを
各々の limiterについて確かめ、誤差の収束をプロットした。

　 　

4.2.4 階段波

MPP limiterの global/localの性質を調べるため、移流方程式

∂u(x, t)

∂t
+
∂u(x, t)

∂x
= 0 (0 ≤ x ≤ 1 : periodic), (4.5)

について階段波

u(x, 0) =



0

(
x ≤ 1

4

)
1

2

(
1

4
< x ≤ 2

4

)
1

(
2

4
< x ≤ 3

4

)
1

2

(
3

4
< x

)
,

(4.6)

を与えて t = 0から 1まで積分し、LMPP limiterとGMPP limiterを使用して前節と
同様の解析を行った。特に、N = 4、K = 64の場合の波形を図 4.12、4.13、4.14に示
す。N = 4の場合の誤差解析を図 4.15に示す。
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図 4.12: 階段波テスト:GMPP limiter
N = 4, K = 64, t = 1.0
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図 4.13: 階段波テスト:LMPP limiter
N = 4, K = 64, t = 1.0
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図 4.14: 階段波テスト:no limiter
N = 4, K = 64, t = 1.0
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図 4.15: 階段波:limiter別の誤差解析
どの方法においても一次精度を
達成する
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4.3 移流方程式 (2D)

多次元の移流方程式 (2.27)について、空間次元D = 2とし、⃗xの定義域を [0, 2]×[0, 2](周
期境界)、移流方向ベクトル a⃗を 30度の方向

a⃗ =
(
cos

π

6
, sin

π

6

)
, (4.7)

として t = 0から 2まで積分を行い、DGの次数とメッシュ分割数を変化させて誤差の
収束を調べた。limiterはGMPP limiterを用いた。誤差の収束を以下の図 4.16に示す。
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図 4.16: 二次元矩形波移流方程式の誤差解析
　 　

空間二次元の場合のGMPP limiterの働きをみるため、N = 2、K = 64の場合に
ついてGMPP limiterの有無を変えて計算を行った。t = 2.0の計算結果について、値
が元々の最大最小値を逸脱する領域を白黒で表し、その領域でGMPP limiterが発動
する。（図 4.17、4.18）

4.4 非粘性バーガーズ方程式 (1D)

衝撃波を生み、かつ解析解の分かっている問題として非粘性バーガーズ方程式 (式 2.6)
について誤差評価を行う。xの定義域を [−1, 1]、初期条件を

u(x, 0) =

{
1/4− x2 (−1/2 ≤ x ≤ 1/2)
0 (otherwise)

, (4.8)

とすると、時刻 tでの解析解は 0 ≤ t ≤ 1のとき

u(x, t) =


2xt− 1 +

√
t2 − 4xt+ 1

2t2

(
−1

2
≤ x ≤ 1

2

)
0 (otherwise)

, (4.9)
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図 4.17: GMPP limiterを掛けた場合
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図 4.18: no limiter

1 < tのとき

u(x, t) =


2xt− 1 +

√
t2 − 4xt+ 1

2t2

(
−1

2
≤ x ≤ 2− 9t+ 2(1 + 3t)

3
2

18t

)
0 (otherwise)

, (4.10)

で与えられ、t = 1において衝撃波を生じる。解のプロットを図 4.19、4.20に示す。
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図 4.19: 非粘性バーガーズ方程式
t=0.0,N=2,K=32
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図 4.20: 非粘性バーガーズ方程式
t=2.0,N=2,K=32

この方程式に対して、数値的に t = 0から t = 2まで積分し、メッシュ分割数とDG
の次数を変化させて誤差の収束を調べた。limiterはGMPP limiterを用いた。
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図 4.21: 非粘性バーガーズ方程式の誤差解析
　 　

4.5 オイラー方程式 (1D)

4.5.1 sod’s problem(1D)

オイラー方程式の保存形 (式 2.15:再掲)

∂

∂t

 ρ
m
e

+
∂

∂x

 m
m2

ρ
+ p

(e+ p)m
ρ

 = 0, (4.11)

について、完全流体の衝撃波管問題1のテストである sod’s problem(Sod 1978)（初期
条件と解析解はAppendix D.2を参照）を解き、解析解と比較した (図 4.22)。なお、式
(3.97)の行列の固有値は式 (2.21)によって求めた。誤差の収束を図 4.23に示す。DG
の次数N は 1～3次、limiterは ρと eに対し、positivity limiterを用いた。

4.6 ブラゾフ方程式 (2D phase space)

4.6.1 重力不安定性

ブラゾフ方程式 (2.28)に対し、定義域を

x : [0, L](periodic)× v : [−V, V ], (4.12)

1密度や圧力の異なる二つの流体の間に仕切りを設け、それを外した場合の物理現象を表す問題であ
る
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図 4.22: sod’s problem(保存形)の解析解との比較:
N=2,K=64,t=0.2
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図 4.23: sod’s problemの誤差解析
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とし、初期条件

f(x, v, 0) =
ρ0√
2πσ2

(1 + A cos kx) exp

(
−v2

2σ2

)
, (4.13)

に対し、t=4Tまで積分を行った。 但し、パラメータ L = 1, T = 1, V = L/T, ρ0 =
1, A = 0.01, σ = L

4
√
π
, k = 4π

L
とした。また、式 (2.30)のポアソン方程式はAppendix F

によって解き、式 (2.29)の数値微分は式 (3.8)を用いた。クーラン数は 0.8、LMPPB
limiterを用いた。DG法の次数N とメッシュ数K を変えた時の誤差評価を図 (4.24)
に示し、その時間発展を (図 4.25～4.29)に示す。なお、この問題には解析解が存在し
ないため、論文 (Tanaka et al. 2017)のMP(Monotonicity Preserving)2法による詳細
な計算結果3を提供していただき、その結果と比較した。比較は、DG法の結果を多項
式補間によって 2048×2048に焼き直し、式 (A.4)によって行った (図 4.24)。LMPPB
limiterの働きをみるため、N = 3, K = 64の場合について、計算結果の負の領域を白
く表示した (図 4.30,4.31)。
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図 4.24: 重力不安定性の誤差解析
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図 4.25: DG4,64×64での計算:t = 0T

また、メッシュ数を 64×64に固定し、数値解法をMP5/MP7/DG1/· · · /DG6の 8
通りに変化させ、t = 4T においての数値解の鈍り方を等高線を使い可視化した。但し、
N(1, 2, 3, · · · )次精度のDG法をDGNと呼ぶこととする。この結果を図 (4.33)～(4.40)
に示す。2048×2048の精密解についても、比較用として解像度を 64×64に落としたう
えで図 (4.41)に示す。各々の図には、解像度を 64×64に落としたうえで、精密解との
相対誤差を示した。
図 4.33～4.40の相対誤差と等高線の細かい出来具合によると、64×64のメッシュに

おいて、細かい構造をとらえる能力はDG1 ≪ MP3 < MP5 < MP7 ≃ DG2 < DG3
≤ DG4 ≤ DG5 ≤ DG6 であると分かる。

2紛らわしいが、MP5法などといったときのMP(Monotonicity preserving)とMPP limiterという
ときのMPP(Maximum Principal Positivity)は完全に別物であり何の関係もない

3MP7法による 2048×2048の計算
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図 4.26: DG4,64×64での計算:t = 1T
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図 4.27: DG4,64×64での計算:t = 2T
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図 4.28: DG4,64×64での計算:t = 3T
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図 4.29: DG4,64×64での計算:t = 4T
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図 4.30: LMPPB limiterを掛けた場合:
DG3, 計算K = 64,
2048×2048でプロット
マージンの分だけ若干の負の領域
が残る
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図 4.31: no limiter:
DG3, 計算K = 64,
2048×2048でプロット
数値振動によって密度が負の領域
が生じる
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図 4.32: 等高線:MP3 , K = 64,
相対誤差 0.296
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図 4.33: 等高線:MP5 , K = 64,
相対誤差 0.242
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図 4.34: 等高線:MP7 , K = 64,
相対誤差 0.229
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図 4.35: 等高線:DG1 , K = 64,
相対誤差 0.615
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図 4.36: 等高線:DG2 , K = 64,
相対誤差 0.196
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図 4.37: 等高線:DG3 , K = 64,
相対誤差 0.108
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図 4.38: 等高線:DG4 , K = 64,
相対誤差 0.079
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図 4.39: 等高線:DG5 , K = 64,
相対誤差 0.080
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図 4.40: 等高線:DG6, K = 64,
相対誤差 0.072
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図 4.41: 等高線:精密解の解像度を落とし
たもの,相対誤差 0



Chapter 5

Discussion and Conclusion

5.1 ガウス積分次数

表 4.1の結果より、ガウスルジャンドル積分の次数はDG法の次数と同一にとる場合
が最適であると分かった。これは数学的には、基底の数がN 個のDG法の内部の補間
はN − 1次の多項式であるから、定理C.1によるとN 次のガウスルジャンドル積分を
使えば誤差なく求積することができることに由来すると考えられる。逆に、ガウスル
ジャンドル積分の次数をN よりもたとえ 1であっても下げてしまうと、精度が落ちる
場合があることも分かった。

5.2 limiterの特性

5.2.1 MP系列の limiterの適用範囲

最大値の原理が適用できる移流型の方程式 (移流方程式、バーガーズ方程式、ブラゾ
フ方程式)については、MP(Maximum Principle)系列の limiterが最もよい誤差収束を
達成した。結合本数 Jが 1ではない場合、係数行列Aがグローバルで一定な場合は領
域全体で対角化を行うことで J = 1の方程式に分離できるため、最大値の原理が適用
できる。しかしながら、オイラー方程式は結合本数 J ̸= 1かつ、その行列Aはグロー
バルで同じ対角化が不可能な方程式であり1、このような最大値の原理が適用できない
問題に対してはMP系列の limiterを使うことはできない。

5.2.2 LMPP limiterの滑らかな解に対しての精度低下

GMPP(Global MPP) limiterは領域全体の最大値最小値を制限するのに対し、LMPP(Local
MPP) limiterは局所的に前ステップの最大最小値を超えないことを課すため、複数の
高さの衝撃波が生じる問題に対して有効だと考えられる (5.2.3節で議論する)。この
LMPP limiterは、一次元移流方程式については、図 4.10により不連続な初期条件に

1いわゆる局所的に係数行列を「凍結」する方法を取らなければならない。有限差分法の定式化にお
いてはこの方法は偶然にもうまくいくが、方程式が数学的に分離できているわけではないので凍結した
係数行列で変換した解に最大値の原理が適用できるかどうかは非自明である

48
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対しては期待通りの一次精度を達成するが、図 4.11のように滑らかな初期条件に対し
ては limiterがない場合の高次精度を達成しない。このことは、sin波の数値解の最大
値が 1ステップごとに 1.0の前後で細かく振動していると考える、定性的には数値解
の最大値がステップごとに

1, 1 + ∆u, 1, 1−∆u, 1, 1 + ∆u, 1, 1−∆u · · · , (5.1)

の周期 4の繰り返しで変化すると考えると説明できる。ただし∆uは微小量である。
LMPP limiterがない場合は、この振動は時間で平均され誤差を生まないのに対し、

LMPP limiterが存在する場合、最大値が前ステップを超える場合は最大値が引き下げ
られるので、

1, 1, 1−∆u, 1− 2∆u, 1− 2∆u, 1− 2∆u, 1− 3∆u, 1− 4∆u · · · , (5.2)

と最大値は単調減少し、誤差を生じてしまう。この問題を解決するために考案された
ものが LMPPB limiterで、式 3.72においてmaxk −maxk ≥ ∆u ととることでこの最
大値の減少を抑えることができる。

5.2.3 LMPP limiterとGMPP limiterの比較

階段波のように、高さの異なる複数の衝撃波が存在する場合、GMPP limiterでは中
間の高さの衝撃波について、振動を抑えることができない（図 4.12）。これは、GMPP
limiterは global（定義域全体）での最大値最小値を元に limitingを行っているため、そ
れ以外の場所に対しては発動しないからだと考えられる。一方で、LMPP limiterは
local（隣接メッシュの最大値最小値のみ）を使用して limitingを行うため、全ての衝
撃波について適切に limitingを行うことが可能である（図 4.13）。
誤差解析（図 4.15）についても、メッシュ数が増えるにつれて limiterを掛けたこと

による精度の低下が抑えられ、no limiterの場合に近づいていくことが分かった。逆に、
メッシュ数が少ないときは limiterを掛けないことも悪くない選択肢であるといえる。

5.2.4 positivity limiter

密度や圧力など、物理学上の制約で負にならないパラメータのみにかけることができ
る。sod’s problemなど、MP系の limiterが使用不可能な場合に、単独でもある程度の
振動を抑えることができるほか、MP系の limiterと合わせてMPP limiterとして使う
ことができる。解の下限値設定は常に 0であるので、LMPP limiterのような誤差を生
むことがなく、連続、不連続な問題のどちらであっても大きく精度を下げることがな
いため、使用可能な場合は常にかけた方がよいと考えられる。

5.2.5 TVD/TVB limiter

TVD limiterは振動の抑制力が強すぎ、今回のテスト問題に対しては精度の良い計算
が行えなかった。特に、sin波移流、矩形波移流のどちらに対しても一次未満の誤差収
束まで落ちてしまう。TVB limiterは曲率許容パラメータM を問題ごとに手で入れな
いとならないため扱いが難しく、あまり精度の良い結果を得られなかった。
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5.2.6 filter

filterは極めて原始的な仕組みであるが、図 (4.10)を見ると、矩形波の移流に対しては
TVD limiterよりは精度よく計算ができている。しかし、振動の有無を考えず一様に
高周波成分を消してしまうため、滑らかな問題に対しては明らかに精度が悪い。オイ
ラー方程式での sod’s problemのように、衝撃波が生まれかつそのほかの部分がなる
べくフラットな (高周波を含まない)問題で、positivity limiterのみではどうしても振
動が抑えられない場合は採用に値する可能性がある。

5.3 DG法の最適な次数

まず全ての問題に共通する点として、一次精度のDG法2は精度が悪く、計算に使用す
るメリットがない。これは、不連続点をもち最終的に精度が一次に落ちてしまう問題
に対しても当てはまり、例えば図 4.21が示すように、傾きはDG1、DG2ともに一次
精度であっても、誤差の係数が大きく異なる。
次は個別の方程式を、不連続性の程度によって 3つのグループに分けて考察する。

まず、
(I)十分に滑らかで、DG法の次数と同じ誤差収束の精度が出る問題、これは sin波の
移流問題が含まれる。この問題に対しては、DG法の次数を可能な限り高くすること
で、浮動小数点の精度程度の誤差まで容易に到達することができる。さらに limiterも
必要ない。
(II) 初期条件に不連続性がある問題や、非常に細かい構造が生まれてくる問題、これ
には矩形波の移流やブラゾフ方程式が含まれる。これらは、不連続点や細かい構造か
ら誤差が生まれるため、全体の精度が落ちるが、その生じる誤差は高次のDG法の精
度を完全に打ち消すほどではない。その一方で、DG法の次数を上げていっても (I)と
は異なりある誤差収束次数において頭打ちになる。そのため、DG法の次数N が 2以
上のある値Noptにおいて計算コストに対する誤差が最適になる。今回のテストに関し
ては、二次元矩形波移流問題 (図 4.16)についてはNopt = 3、ブラゾフ方程式の重力不
安定性 (図 4.24)についてはNopt ≥ 3 だと考えられる。また、このタイプの問題に対
し、limiterを外して計算を行った場合、多少の数値振動はするが発散はしないことが
多く、さらにメッシュ分割数K が小さいときには誤差も limiter有よりも小さい場合
があるため、limiterを掛けないことも選択肢になりうる。
(III) 最後に、非粘性バーガーズ方程式やオイラー方程式など、連続な問題から不連続
性が常に生まれてくる問題を考える。これらは、生じる誤差の影響が大きく、高次の
DG法の精度を打ち消してしまい、DG法の次数N = 2で精度が打ち止めになる。そ
のため、DG2での計算が最適:Nopt = 2である。この種類の問題に対し limiterを外し
てしまうと大きな数値振動を生み誤差収束が悪くなるか、最悪の場合は発散してしま
うことも多い。

2メッシュ間隔が一定であるので通常の風上差分法と同一になる



5.4 高次精度の必要性 51

5.4 高次精度の必要性

衝撃波を生じる問題に対しては誤差の収束が最高でも一次精度まで落ちてしまうため、
このような問題に対してはDG法のような高次精度スキームは不向きであり、一次精
度の計算にメッシュ数をつぎ込む手法が多く採用されてきた。ここでは、この方法に
対する高次精度スキームの利点を議論する。
第一に、図 4.23のように、DG1では一次精度すら出ず、DG2以上ではその傾きが

改善する場合がある。このような場合は、高次精度スキームの方が圧倒的に良い計算
精度を達成する。
第二に、非粘性バーガーズ方程式 (図 4.21)において、DG1とDG2はどちらも一次

精度しか出ていないが、その係数には大きな差がある。そのため、式 3.103をみると、
メッシュ数Kを倍にすることとDG法の次数N を倍にすることの計算量は同等であ
る (どちらも計算量は 4倍になる)にもかかわらず、誤差の低下はDG2を使った場合
の方が圧倒的に良い。これは、DG1においては計算領域全体から一次精度の誤差が染
み出てくるのに比べ、DG2においては衝撃波周辺のみから一次精度誤差が発生し、そ
れ以外の部分から発生する二次精度誤差は実質的に無視できるために係数が小さくな
ると考えると理解できる。
これらの理由から、衝撃波を生じる問題であっても最低でも二次精度のスキームを

使った方が効率的である。

5.5 ブラゾフ方程式についてMP法との比較

ブラゾフ方程式の重力不安定性においては、高次のDG法はMP法よりもやや性能が
良いと言える。DG3以上では、細い腕がちぎれているような構造が見られるが、これ
は 64×64の解像度で見た精密解 (図 4.41)にも同じように存在するため、これは数値振
動やスキームの不備ではなくメッシュの荒さに起因する現象だと考えられる。

DG法の方が荒いメッシュであってもMP法よりも解をよく表現できる。その原因
は、まずDG法は自由度 (持っている double型の値の数)がN ×Kであり実質的にメッ
シュの解像度が上がっていること、およびMP法は slope limiter とMPP limiterの両
方を掛けているのに対し、DG法ではMPP limiterのみを使っているからだと考えら
れる。差分法において、空間高次精度のスキームは必ず数値振動を生む (ゴドノフの
定理 (藤井孝蔵 1994))ために slope limiterが欠かせないが、DG法においてはその振
動の度合いが小さい (例えば矩形波の移流方程式は limiterなしであっても多少の振動
は生むが発散はしない)。そのため、MPP limiterのみで比較的安定に計算することが
可能になった結果、精度が良くなったと考えられる。



Chapter 6

Summary And Future Work

本研究において、基礎的な偏微分方程式に対するDG法のパフォーマンスを詳細に調
査した。その結果、移流方程式やブラソフ方程式について、適切な limiterを選べば従
来の方法以上の誤差収束を達成できた。
オイラー方程式については、本研究では positivity limiterのみを採用した。しか

し、最大値の原理を適用していないため、これだけで振動が完全に抑えられていると
はいえない (図 4.22)。また、TVD limiterについても精度を大きく落としてしまうた
め使うことができない1。このため、オイラー方程式に対するより有効な limiterを開発
する余地がある。具体的には、方程式を各移流成分に分離し特性線的なアプローチを
とりMPP limiterを適用する方法が第一候補として挙げられる (S.Ii 2007)。オイラー
方程式に電磁相互作用を取り入れたものがMHD(Magneto Hydro Dynamics)方程式で
ある。この方程式は、降着円盤やプラズマをはじめ、より高エネルギーの宇宙現象を
扱うことができる。しかし、MHD方程式は、単純に計算量が増えることに加え、磁
場の発散項の取り扱いなど特有の問題があるため (Brackbill & Barnes 1980)、DG法
の基底で補間する扱いでそれらを定式化する必要がある。
オイラー方程式やブラゾフ方程式についても、現在精度よく解けているものは実空

間一次元 (位相空間二次元)であるから、実際の物理現象に適用するためには実空間三
次元 (位相空間六次元)が要求されるため、計算量の壁を破らなければならない（MHD
方程式についても同様）。現在、OpenMPを用いたスレッド並列のみを使用している
ので、MPI(Message Passing Interface)などのプロセス並列と組み合わせ、近年のスー
パーコンピュータ上で効率よく計算可能なハイブリッド並列ができるように改良する
必要がある。2 DG法は、MP法やWENO法の高次精度スキームと比較して演算がメッ
シュ内で閉じているため、並列計算コードができてしまえば、計算時間のスケーリン
グに対しても有利だと考えられる。

1差分法の slope limiterと DG法の slope limiter(TVD limiter)は単調性を満たすために周囲のメッ
シュから一次精度の修正を入れるという点で共通している。slope limiterはメッシュサイズが粗いとき
には一次精度すら出ず、メッシュを細かくするにつれて一次に落ち着く性質があるため、粗いメッシュ
で次数を上げる手法である DG法とは相性が非常に悪い

2近年のスーパーコンピュータは複数の計算ノードで構成されており、各ノードを構成している多数
の演算コアを効率的に使用するために共有メモリシステム上での並列計算に適しているスレッド並列
(OpenMPや std::threadなど)を用い、ノード間では分散メモリシステム上での計算に適しているプロ
セス並列 (MPIなど) を用いたハイブリッド並列が適している。
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最後に、現在オイラー的手法においては AMR(Adaptive Mesh Refinement)法や
moving mesh法を用いてメッシュの形を構造に合わせて再分割したり、動かして時間
発展させることや、他にもWENO法と組み合わせて領域を細かく区切ることで衝撃波
部分の精度を稼ぐことが行われている。この手法で、衝撃波問題のみならず、銀河形
成シミュレーションなどの大規模変形を伴う問題についても精度よく解くことが可能
になる。このためには、ボロノイメッシュ(一般には多角形が敷き詰められたメッシュ)
の上でのDG法を定式化する必要があるが、多項式補間の入れ方から多角形上での数
値積分など式は非常に複雑になる。
このように DG法は実装の面では難しいが、一度実装をしてしまえば高次精度の

計算を比較的容易に行うことができる。今後の展望として、まずはオイラー方程式、
ブラゾフ方程式についてDG法を空間多次元に拡張し、実際の宇宙物理現象のシミュ
レーションを行いたい。多次元になったことで増大する計算量の問題に対しては、上
記に挙げた方法の中でも、まずは並列化とAMR法を取り入れ、時間時間の短縮と計
算解像度の向上で対応したい。
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Appendix A

誤差評価

A.1 Lp-ノルム

u(x⃗)を有限次元の領域Vで定義されたスカラー関数、1 ≤ p < ∞とするとき、Lp-ノ
ルムは

∥u∥p :=
(∫

V

|f(x⃗)|pdx⃗
) 1

p

(A.1)

で与えられる。関数同士の減算を

(f − g)(x⃗) := f(x⃗)− g(x⃗) (A.2)

で定義すると u0(x⃗)と u1(x⃗)の間の Lp空間上での距離は

∥u0 − u1∥p (A.3)

で表せる。

A.2 相対誤差

本研究では、領域Vで定義された解析解を fana(x⃗)、fnum(x⃗)を数値解とするとそれら
の相対誤差を

ϵ =
∥fana(x⃗)− fnum(x⃗)∥2

∥fana(x⃗)∥2
(A.4)

で与える。
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Appendix B

ルジャンドル多項式

ルジャンドル多項式はルジャンドルの微分方程式(
d

dx

[
(1− x2)

d

dx

]
+ n(n+ 1)

)
Pn(x) = 0 (B.1)

の多項式解 Pn(x)として与えられ (永宮健夫 1967)、
閉区間 [−1, 1]での L2内積に対する直交性∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)dx =
2

2n+ 1
δmn (B.2)

を満たす。低次の場合の具体的な表式を以下に示す。波形を図B.1に示す。

P0(x) = 1, (B.3)

P1(x) = x, (B.4)

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1), (B.5)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x), (B.6)

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3), (B.7)

P5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x), (B.8)

本文中で利用する等式∫ 1

−1

Pn(x)
∂Pm(x)

∂x
dx =

{
2 (n+ 1 ≤ mかつ n+ 1 ≡ m,mod2)
0 (otherwise)

(B.9)

を示す。まず、ルジャンドル多項式は完全系をなすから微分 ∂Pn(x)
∂x
は n − 1次以下の

ルジャンドル多項式の和で表すことができ、

∂Pn(x)

∂x
=
∑
k

(2n− 1− 4k)Pn−2k−1(x) (B.10)
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図 B.1: 5次までのルジャンドル多項式
　 　

と表せる。但し、kは 0 ≤ kかつ 0 ≤ n− 2k − 1を満たす整数を動く。これを式 (B.9)
の左辺に代入し (B.2)を使うと、∫ 1

−1

Pn(x)
∑
k

(2m− 1− 4k)Pm−2k−1(x)dx =
∑
k

2(2m− 1− 4k)

2n+ 1
δn,m−2k−1 =

∑
k

2δn,m−2k−1

(B.11)
を得る。kは整数なので δn,m−2k−1は nとmの偶奇が一致しない場合にのみ値をもつ。
また、0 ≤ kなので n+ 1 ≤ mでないと nとm− 2k − 1は一致しえない。このことよ
り式 (B.9)は示された。



Appendix C

ガウスルジャンドル積分

計算機上での積分の方法として、ガウスルジャンドル積分を用いる。これは

I =

∫ 1

−1

f(x)dx =
n−1∑
i=0

wif(xi) (C.1)

のように積分を有限和に置き換える近似方法である。nはガウスルジャンドル積分の
次数である。なお、積分区間が [−1, 1]でない場合は変数変換

x→ ax+ b, (C.2)

をして積分区間を [−1, 1]に帰着させる。点の位置 xiと重みwiは以下の表C.1で与
えられる (Abramowitz 1972)。この係数について、以下の定理が成立する (証明略):

定理 C.1 nを自然数とする。n− 1次以下の任意の多項式を n次のガウスルジャンド
ル積分で求積したとき、その結果は厳密解と完全に一致する。

また、空間D > 1次元の場合、積分範囲が (超)直方体の場合はガウスルジャンド
ル積分は以下のように拡張される。

I =

∫ 1

−1

· · ·
∫ 1

−1

f(x⃗)dx0 · · · dxD−1 =
n−1∑
i0=0

· · ·
n−1∑

iD−1=0

wi0 · · ·wiD−1
f(xi0 , · · · , xiD−1

) (C.3)
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n i xi wi

1 0 0 2

2 0,1 ±
√
1/3 1

3 0,2 ±
√
3/5 5/9

1 0 8/9

4 0,3 ±
√
(3 + 2

√
6/5)/7 18+

√
30

36

1,2 ±
√

(3− 2
√

6/5)/7 18−
√
30

36

表 C.1: ガウスルジャンドル積分の係数表



Appendix D

一次元オイラー方程式のリーマン問題の
解析解

D.1 リーマン問題

t = 0の初期条件において、x < 0で物理量 ρL, uL, pLを持ち、x > 0で物理量 ρR, uR, pR
を持つ問題をリーマン問題という。一次元オイラー方程式のリーマン問題は、解析解が
知られており左向きに希薄波を持ち、右向きに接触不連続面と衝撃波を持つリーマン問
題の場合、希薄波の頭と尾、接触不連続面、衝撃波の速度をそれぞれSH < ST < S0 < V
とすると、これらは時間 tに依存しないことが知られており

x < SHtにおいて ρ(x, t)u(x, t)
p(x, t)

 =

ρLuL
pL

 , (D.1)

SHt ≤ x < ST tにおいてρ(x, t)u(x, t)
p(x, t)

 =


ρL

(
1− γ−1

2cL

[
x−SH t

ST t−SH t
(u∗ − uL)

]) 2
γ−1

uL + x−SH t
ST t−SH t

(u∗ − uL)

pL

(
1− γ−1

2cL

[
x−SH t

ST t−SH t
(u∗ − uL)

]) 2γ
γ−1

 , (D.2)

ST t ≤ x < S0tにおいてρ(x, t)u(x, t)
p(x, t)

 =

ρ∗L := ρL

(
p∗
pL

)1/γ
u∗
p∗

 , (D.3)

S0t ≤ x < V tにおいてρ(x, t)u(x, t)
p(x, t)

 =

ρ∗R := ρR
(γ−1)pR+(γ+1)p∗
(γ+1)pR+(γ−1)p∗

u∗
p∗

 , (D.4)
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V t ≤ xにおいて ρ(x, t)u(x, t)
p(x, t)

 =

ρRuR
pR

 , (D.5)

で与えられる。但し領域の境の速度、

SH = uL − cL, (D.6)

ST = u∗ − c∗L, (D.7)

S0 = u∗, (D.8)

V =
ρ∗Ru∗ − ρRuR
ρ∗R − ρR

, (D.9)

p∗は方程式

uL−
2cL
γ − 1

[(
p∗
pL

) γ−1
2γ

− 1

]
= uR+(p∗−pR)

(
2

ρR[(γ + 1)p∗ + (γ − 1)pR]

)1/2

, (D.10)

の解である。式中左辺 cL, c∗Lは音速

cL =

(
γpL
ρL

)1/2

, (D.11)

c∗L =

(
γp∗
ρ∗L

)1/2

, (D.12)

を表し、u∗は式 (D.10)の両辺の値である。

D.2 sod’s problemの場合

オイラー方程式の非保存形 (2.18)のリーマン問題のうち、よく使われるテストとして
sod’s problemが挙げられ、これは t = 0において

ρ(x, 0) =

{
ρL = 1 (x ≤ 0)
ρR = 1/8 (otherwise)

, (D.13)

u(x, 0) = uL = uR = 0, (D.14)

p(x, 0) =

{
pL = 1 (x ≤ 0)
pR = 1/10 (otherwise)

, (D.15)

の初期条件を設定する。(Appendix D.1)の議論より、この場合の解析解は
x < SHtにおいて ρ(x, t)u(x, t)

p(x, t)

 =

1
0
1

 , (D.16)
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SHt ≤ x < ST tにおいてρ(x, t)u(x, t)
p(x, t)

 =

(5.91616t−x
7.09938t

)5
x+1.18322t
1.20001t(

5.91616t−x
7.09938t

)7
 , (D.17)

ST t ≤ x < S0tにおいて ρ(x, t)u(x, t)
p(x, t)

 =

0.42632
0.92745
0.30313

 , (D.18)

S0t ≤ x < V tにおいて ρ(x, t)u(x, t)
p(x, t)

 =

0.26557
0.92745
0.30313

 , (D.19)

V t ≤ xにおいて ρ(x, t)u(x, t)
p(x, t)

 =

0.125
0
0.1

 , (D.20)

で与えられる。但し、
SH = −1.18322, (D.21)

ST = −0.07027, (D.22)

S0 = 0.92745, (D.23)

V = 1.75216, (D.24)

p∗は方程式
√
35(1− p∗

1/7) =

(
p∗ −

1

10

)(√
400

60p∗ + 1

)
, (D.25)

の解 p∗ = 0.30313で、u∗は式 (D.25)の両辺の値 u∗ = 0.92745である。
保存形 (式 2.15)については、

m = ρu, (D.26)

e =
p

γ − 1
+
m2

2ρ
, (D.27)

と変換することで解析解が求められる (図D.3,図D.4)。
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図 D.1: sod’s problemの初期条件
(非保存形)
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図 D.2: sod’s problemの t = 0.2における
解析解 (非保存形)
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図 D.3: sod’s problemの初期条件
(保存形)
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図 D.4: sod’s problemの t = 0.2における
解析解 (保存形)



Appendix E

三分探索

f(x)を上に凸または下に凸な関数とするとき、その最大（最小）値は以下の手順で数
値的に求められる。

• 初期値として、最大値の探索範囲を与える

• 探索範囲を三分割してそれぞれの点での関数値 f(x)を求め、最大値をとった点
の周囲に探索範囲を狭める

• 一度の試行で最大値の候補の範囲は 2/3(端点が選ばれた場合は 1/3）になるの
で、希望のの精度になるまで繰り返す

真の最大値
真の最大値

新しい区間 新しい区間

図 E.1: 空間一次元の三分探索
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最大値

新しい領域

図 E.2: 空間多次元の三分探索
　 　



Appendix F

ポアソンソルバー

空間一次元ポアソン方程式

−∇2ϕ(x) = ρ(x), (F.1)

において ρ(x)が与えられたとき、ϕ(x)を数値的に計算することを考える。但し、空間
は節 3.1.1の方法でN メッシュに離散化されているとする。まず、ρ(x)を離散フーリ
エ変換1

ρ̃(t) =
N−1∑
t=0

ρ(x)e−i 2πtx
N , (F.2)

する。この tに対応する波数 kは、eの肩の−i2πtx
N
と−ikxを比較することから、

k =
2πt

N
, (F.3)

である。式 F.2の逆変換は

ρ(x) =
1

N

N−1∑
t=0

ρ̃(t)ei
2πtx
N , (F.4)

である。さて、式 (F.1)に式 (F.4)を代入すると、∑
k

k2ϕ̃(k)eikx =
∑
k

ρ̃(k)eikx, (F.5)

であるから、係数を比較して

ϕ̃(k) =
ρ̃(k)

k2
, (F.6)

であり、この G(k) = 1
k2
をグリーン関数といい、特にこの形のグリーン関数を poor

man’s Poisson solver という。式 (F.6)を式 (F.4)でフーリエ逆変換することで最終的
な ϕ(x)を得る。

1実装上は高速フーリエ変換 (FFT)を使って行うため、O(NlogN)で計算することができる
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