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第1章 Boltzmann 方程式

本研究のタイトルにも登場するボルツマンというのは、希薄気体の運動を記述する方程
式である Boltzmann 方程式からくるもので、1872 年に Ludwig Boltzmann によって提
出された論文 [7]に掲載されたものである。現在この方程式は様々な応用範囲を持ち、流
体計算はもちろんのこと、物性分野や量子論、そして宇宙分野にも多数の応用が存在する。
宇宙分野では長らく N 体法と呼ばれるシミュレーション手法が使用されてきており、様々
な成果を挙げている。N 体法は、シミュレーション内でのマクロな範囲では正しい結果を
示すことが歴史的にわかっているが、速度についてミクロな範囲で正しくシミュレーショ
ンすることはできていない。その一方、本研究も含まれる直接計算と呼ばれる手法はミク
ロな部分まで正しくシミュレーションすることができる。本研究の方法を用いることで、
より精度の高いシミュレーションができるようになることが期待されるだけでなく、N 体
法のシミュレーション結果がなぜマクロな範囲で成り立つのかをミクロな視点から解析す
ることができるようになることも期待される。

1.1 Boltzmann 方程式の導出
質量 m の粒子が位相空間 (x,p) 内に無数に存在し、その分布を連続的な分布関数

f(x,p, t) で近似できるとする。この f は速度分布関数と呼ばれる。
空間全体が力場 F (x, t) に支配されている時、粒子は

dx

dt
= p/m

dp

dt
= F (x, t)

(1.1)

に従って時間発展していく。よって (x,p) にいた粒子は微小時間 dt 後に

(x̃, p̃) = (x+
1

m
p dt,p+ F dt) (1.2)

に移動する。(x,p) から (x̃, p̃) への変化を座標の変換と捉えると、ヤコビアンは 1 なので
dx̃ dp̃ = dx dp (1.3)

が成り立つ。また、位相空間内のある点 (x,p) における近傍 dx dp 内の粒子数は
f(x,p, t) dx dp (1.4)

であるため、(x̃, p̃) の近傍 dx̃ dp̃ 内の粒子数は[
f +

(
∂f

∂t
+

1

m
p · ∂f

∂x
+ F · ∂f

∂p

)
dt

]
(x,p,t)

dx dp (1.5)
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となる。衝突が無ければ dx dp にいた粒子は dt 後には dx̃ dp̃ にいるはずなので、
∂f

∂t
+

1

m
p · ∂f

∂x
+ F · ∂f

∂p
= 0 (1.6)

が成り立つ。式 (1.6)は無衝突 Boltzmann 方程式または Vlasov 方程式と呼ばれる。
以後衝突のある場合を議論するが、Boltzmann によって Stosszahlansatz (衝突数仮定)

とも訳された分子的混沌と呼ばれる仮定をおく。分子的混沌は衝突数の算出の際に登場す
るもので、衝突する粒子の速度に依存性が無いという仮定である。以下の議論の結果登場
する Boltzmann 方程式は不可逆性を備えているが、古典力学は可逆な体系を持っている。
そのギャップを埋めるのが分子的混沌となっている。
衝突がある場合、dt の間に元々 dx dp にいた粒子が流出する場合と、その外から dx̃ dp̃

に流入してくる場合があり、その２パターンによって式 (1.6)からのズレが発生する。前者
の粒子の数を JL(x,p, t) dx dp dt、後者の粒子の数を JG(x̃, p̃, t+ dt) dx̃ dp̃ dt で表すと、
以下の式が成り立つ。

∂f

∂t
+

1

m
p · ∂f

∂x
+ F · ∂f

∂p
= JG − JL (1.7)

JG, JL はそれぞれ衝突による発生項、消滅項と呼ばれている。Boltzmann の課した仮定
として、粒子の密度は十分に低く衝突は 2体散乱までを考えればよく、3体以上の散乱は
無視できるとする。
衝突がなければ dx dp の中にいた粒子は dt の間に dx̃ dp̃ の中に移動する。JL dx dp dt

は、dx dpの中にいた粒子のうち dtの間に衝突により dx̃ dp̃に入ることのできなかった数
である。dx dp→ 0 の極限では浅い角度の衝突でも dx̃ dp̃ から出ていくので、JL dx dp dt
は dx dp 内の粒子が dt の間に衝突する回数と一致する。ある dx dp 内の粒子一つに注目
すると、この粒子の位置を単位時間あたりに通り過ぎる粒子の数密度は

1

m

∫
R3

|p− p∗|f(x,p∗, t) dp∗ (1.8)

で表される。ただし、m は粒子の質量で、積分変数 p∗ は他の粒子の運動量と対応して
いる。
よって、分子的混沌から、粒子の微分散乱断面積を dσ/dΩ(p0, cos θ) とすると、

JL(x,p, t) = f(x,p, t)×
∫
R3

∫
S2

dσ

dΩ
(|p− p∗|, cos θ)×

1

m
|p−p∗|f(x,p∗, t) dΩ dp∗ (1.9)

である。ただし、θ は散乱角であり、入射粒子が散乱によってずれた角度である。
一方、JG dx̃ dp̃ dt は dt の間に dx dp の外から衝突により dx̃ dp̃ の中へ流入してくる
粒子の数である。流入後の 2粒子の運動量を p̃, p̃∗ と置くと、流入前の 2粒子の運動量は

p′ =
p̃+ p̃∗

2
+

∣∣∣∣ p̃− p̃∗
2

∣∣∣∣ω (1.10)

p′
∗ =

p̃+ p̃∗
2

−
∣∣∣∣ p̃− p̃∗

2

∣∣∣∣ω (1.11)

と表される。ただし、ω は単位ベクトルである。p′,p′
∗ が与えられたとき、この衝突が起

こる確率分布は微分散乱断面積
dσ

dΩ

(
|p′ − p′

∗|,
ω · (p̃− p̃∗)

|p̃− p̃∗|

)
(1.12)
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で与えられる。よって消滅項の時と同様に、ある粒子の位置を単位時間あたりに通り過ぎ
る粒子の数密度を考えると

JG(x̃, p̃, t+ dt)

=
1

m

∫
R3

∫
S2

dσ

dΩ

(
|p′ − p′

∗|,
ω · (p̃− p̃∗)

|p̃− p̃∗|

)
|p′ − p′

∗|f(x̃,p′, t)f(x̃,p′
∗, t) dΩ dp̃∗

(1.13)

となる。
dt→ 0 を考え x̃, p̃, p̃∗ を x,p,p∗ と同一視する。式 (1.9), (1.13)をまとめて式 (1.7)に
代入すると

∂f

∂t
+

1

m
p · ∂f

∂x
+ F · ∂f

∂p
= C[f ] (1.14)

C[f ] =
1

ｍ
∫
R3

∫
S2

dσ

dΩ

(
|p− p∗|,

ω · (p− p∗)

|p− p∗|

)
|p− p∗|(

f(x,p′, t)f(x,p′
∗, t)− f(x,p, t)f(x,p∗, t)

)
dΩ dp∗

(1.15)

を得る。この式は Boltzmann 方程式と呼ばれる。
実際には、位相空間内の座標を表すには (x,p) の代わりにより扱いやすい (x,v) が用
いられることが多い。それに伴い、今まで登場した f や dσ/dΩ などの p を引数に持つ
関数も代わりに v が引数になるなど変更を受けるが、混同の恐れがない限り同じ記号を
用いる。それに伴い、力場 F も本来は単位質量あたりの力場 F /m と変更する必要があ
るが、便宜上力場 F として使い続ける。

1.2 Boltzmann 方程式の応用
Boltzmann 方程式には様々な応用先がある。まず挙げられるのは、直接的な流体計算へ
の応用であり、希薄気体の動きの解析およびシミュレーションに用いることができる。後
述の宇宙プラズマも希薄気体の一例であり、他にも惑星の大気 (e.g. [10]) や熱勾配のある
壁面に沿って希薄気体が這うように移動する熱ほふく流と呼ばれる現象 (e.g. [53]) など、
希薄気体への Boltzmann 方程式の応用例は多い。それ以外にも、物性分野においては水
と水蒸気の混合した流体など複数の相を持つ流体 (e.g. [50]) および半導体内のフォノンや
電子 (e.g. [29, 59]) のシミュレーションが挙げられ、量子論の文脈では量子電磁気学にお
ける熱場の量子論と Boltzmann 方程式の等価性 (e.g. [8]) などが挙げられる。
たくさんの応用がある中、本研究で最も注目するのは宇宙分野への応用である。まず

Vlasov方程式から考えると、銀河サイズのダークマターハロー形成 [34, 58]、ダークマター
の大規模構造の形成 [57]やニュートリノの大規模な分布形成 [62]などが挙げられる。他に
も宇宙プラズマの研究に活用されており、高温プラズマにおけるイオンホールの形成 [14]

やプラズマの乱流ダイナモ不安定性による磁場の成長 [46]など様々な場所で Vlasov 方程
式を目にすることができる。
その一方 Boltzmann方程式は衝突項をそのまま計算しようとすると計算量が膨大になっ
てしまうことから、Vlasov 方程式に比べるとシミュレーションの実施例は少ない。そん
な中でも使用例は多数存在し、高エネルギーの電子が宇宙マイクロ波背景放射（CMB）と

5



相互作用することで生じる Sunyaev-Zeldovich (SZ) シグナルの計算 [12]や中性子星連星
合体におけるニュートリノのフレーバーの変化 [37]、太陽圏における太陽風と星間物質の
相互作用 [33]に自己相互作用のあるダークマターの構造形成 [16]などさまざまな計算が知
られている。
このように、Vlasov, Boltzmann 方程式は銀河スケールから銀河団、そして宇宙の大規

模構造のスケールのシミュレーションにも用いられるなど幅広いレンジで活躍しており、
宇宙を支配する方程式の一つといえる。

1.3 Boltzmann 方程式のシミュレーション手法
Boltzmann 方程式は 3 + 3 = 6 次元の位相空間内の方程式のため、直接の数値シミュ

レーションには無衝突のケースでシミュレーション内の時間あたり少なくとも O(N3
xN

3
v )

の計算コストが必要になる。ただし、Nx, Nv は空間および速度空間を一方向あたりいく
つのメッシュに切り分けたかを表している。さらに、速度および角度依存性のある一般の
微分断面積を持った粒子に対する有衝突のケースでは、式 (1.15) のように位相空間 1 セ
ルあたり 5 次の積分を行う必要がある。そのため、衝突項を計算するたびに少なくとも見
かけ上は 6 + 5 = 11 次元の計算を行うことになり、現実的な計算ではなくなってしまう。
(4.1.1で詳細は述べるが、実際には 9 次元の計算となる。) 無衝突の 6 次元の場合ですら
直接数値シミュレーションを行うには計算資源が足りず、様々な近似解法が登場した。

1.3.1 N 体シミュレーション
現在最も一般的なシミュレーション手法は N 体シミュレーションである。この手法で

は、速度分布関数 f(x,p, t) を N 個の超粒子と呼ばれる速度の情報を持つ仮想上の粒子
の分布で近似する。ただし、速度分布関数 f はもともと多数の粒子を均してできる分布
であるが、このもとの粒子の数に比べ超粒子の数 N は圧倒的に少ない。
シミュレーションにおいては、力場や衝突などにより超粒子が保有している速度を変え
ながら、その速度に従って超粒子が移動していく。本来多数の粒子で起こるはずだった二
体緩和を人工的に加えたり、位置の近い超粒子の計算では時間刻みを細かく取るなど細か
い工夫により N 体シミュレーションは一定の精度を保っている。また、愚直に N 体シ
ミュレーションを実装すると、重力などの遠距離力を扱う際にかかる力を計算する際に
O(N2) の計算量がかかってしまう。しかし、ツリー法と呼ばれる離れた粒子をまとめて
取り扱うことによる近似により、力の計算が O(N logN) で行われる。
衝突を考える際には、二つの超粒子 a, b の間に働く drag force と呼ばれる架空の力を
考える [16]。Drag force は a, b の相対速度と平行な力で、摩擦のように a と b の相対速
度が小さくなる方向に働く。大きさは微分散乱断面積 dσ/dΩ と数密度分布 ρ および a, b

の相対速度 v0 から決まり、シミュレーションでは
d|v0|
dt

= ρ|v0|2σT̃ (1.16)
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で計算される。ただし、

σT̃ = 4π

∫ 1

0

dσ

dΩ
(1− cos θ)d cos θ (1.17)

は modified momentum transfer cross-section と呼ばれ、より大きな変化をもたらす角度
の大きな散乱の寄与を通常の散乱断面積と比べ大きく取ったものである [47]。
Drag force を反映させる過程を追うと、運動量は保存されているがエネルギーは保存さ

れていない。衝突による運動方向の速度の減衰はそのままに、運動量を保ったまま失った
エネルギーを補給するには、a, b に対して v0 に垂直な速度を逆方向に与えることが考え
られる。
そこで、drag force を考える前の a, b の速度を va,vb とすると (v0 = va − vb)、drag

force により失うエネルギー ∆E は

∆E =
msp

2

(
(|va|2 + |vb|2)−

(∣∣∣∣va − dv0
2

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣vb + dv0
2

∣∣∣∣2
))

=
msp

2
dv0 ·

(
v0 −

dv0
2

)
(1.18)

となる。そのため、a,b に追加する速度の大きさは√
2∆E

m
(1.19)

である。衝突には方位角依存性がないので、追加する速度の向きは向きはランダムに取る。
以上をまとめると、衝突を考える際には以下の過程を経ることになる。
1. drag force により、d|v0| を相対速度と平行に、エネルギーを失う方向に加える。

2. 式 (1.19)の大きさの速度を、相対速度と垂直になる方向からランダムに選び加える。

1.3.2 Direct Simulation Monte Carlo 法
Direct Simulation Monte Carlo (DSMC) 法は基本的には N 体シミュレーションと同

じ方法で進んでいくが、衝突の計算の仕方が異なる。手法の名前に Monte Carlo と入っ
ていることから分かるように確率的な過程を経て進めていくのだが、衝突の際にある区切
られたスペース dX∗ にいる dN∗ 個の粒子からなるペア全てに対し以下の確率分布で衝
突する方向を確率的に指定する。

P (α) =
msp

m

dt

dX∗ |v0|
dσ

dΩ

(
|v0|,

v0 ·α
|v0|

)
(1.20)

ただし、msp は超粒子の質量であり、時間の刻み幅 dt は確率が 1 を超えないように設定
するパラメーターである。
この確率 P (α) によって α が選ばれた時、二つの超粒子の速度 va,vb をそれぞれ以下

の ṽa, ṽb に更新する。
ṽa = va − (v0 ·α)α (1.21)

ṽb = vb + (v0 ·α)α (1.22)
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P (α) は 1 に規格化されているわけではないのでどの α も選択されない可能性があり、そ
の場合は速度のパラメーターに変化を加えない。これは衝突が起こらなかったことに対応
している。
実際には、dt は

dN∗P (α)≪ 1 (1.23)

を満たすように選ぶ必要がある [64]。なぜなら、dt の間に衝突が 2回発生してしまうとい
うことが頻繁に発生するようなシミュレーションは、3 体以上の散乱が無視できるとした
Boltzmann 方程式の仮定を犯していることになるからである。実際に衝突が 2回起こっ
てしまった時には 2回目以降の衝突を無視する場合や、そのまま衝突させる場合などなん
らかの対応を行うが、衝突が 2回発生してしまう頻度は非常に小さいはずなので、その対
応がシミュレーション結果を大きく変えることはない。（変えてしまう場合には、dt の取
り方が大きすぎる。）

1.3.3 格子ボルツマン法
位相空間内において十分に細かいメッシュを考え、そのメッシュ上で方程式を離散化す

る差分法がベースとなった方法である。空間方向については細かいメッシュを維持するも
のの、速度方向については 0 に近い数値を持った少ない格子点のみを考える。速度がど
の格子点上に取られるかについては D3Q15 (3次元上に 15 種類の速度) や D2Q21 (2次
元上に 21 種類の速度) など様々なモデルが存在しており、扱いたい次元や細かさなどに
よってモデルが選択される。
基本的に衝突項は、局所平衡分布関数 f

(0)
i (x, t) を用いて

−1

τ

(
fi(x, t)− f0i (x, t)

)
(1.24)

と簡略化される。ただし、分布関数の速度依存性は添字によって表され、緩和時間係数 τ

は分布が衝突により局所平衡分布に近づく時間を表している。Boltzmann 方程式 (1.14),

(1.24) を 1次元風上差分法により離散化すると、

fi(x+ ci∆t, t+∆t) = fi(x, t)−
1

τ

(
fi(x, t)− f (0)i (X, t)

)
(1.25)

を得る。この時、時間刻み幅を 1、空間刻み幅を |ci| としている。この式によってシミュ
レーションを進めていくのが格子ボルツマン法で、式 (1.25)は格子 BGK 方程式と呼ばれ
ている [65]。
局所平衡分布関数 f

(0)
i (x, t) を適切に設定して計算を行うことで、2 次精度の Navier-

Stokes 方程式のシミュレーションを行うことができる [52]。

1.3.4 直接計算
位相空間を主に直交座標によって区切り、差分法などにより速度分布関数 f(x,v, t) そ
のものの時間発展を追う方法である。Vlasov 方程式に対し、演算子分離と呼ばれるシミュ
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レーションの枠組みを用いることができる [11]。演算子分離においては、Vlasov 方程式を
x 空間に対する移流と v 空間に対する移流に分離することができる。

∂f

∂t
+ p · ∂f

∂x
= 0

∂f

∂t
+ F · ∂f

∂p
= 0

(1.26)

また、衝突のある場合は
∂f

∂t
= C[f ] (1.27)

も考慮する。これらを風上差分法などを用いて離散化させると、シミュレーションを進め
ることができる。
例えば、1 + 1 次元位相空間を考え、1次精度風上差分法により幅 ∆t，∆x，∆v で離散
化すると式 (1.26)は

fn+1
k;j = fnk;j − vk

∆t

∆x

fnk;j − fnk;j−1 (vk > 0)

fnk;j+1 − fnk;j (vk < 0)
(1.28)

fn+1
k;j = fnk;j − Fj

∆t

∆v

fnk;j − fnk−1;j (Fj > 0)

fnk+1;j − fnk;j (Fj < 0)
(1.29)

となる。ただし、表記を簡便化して fnk;j = f(xj , vk, tn), tn =
∑n−1

i=0 ∆t, xj = j∆x, vk =

k∆v としている。また、式 (1.27)はオイラー法を用いて離散化すると

fn+1
k;j = fnk;j +∆tC[fn] (1.30)

となる。他にも様々な離散化の方法があり (付録 B参照)、より高い精度の風上差分法や
3.1.3で述べる Reservoir 法などでも離散化を行うことができる。
衝突項については本来、位相空間の 6 次元と積分 (1.15) の計算 5 次元を合わせて少な
くとも見かけ上は 11 次元の計算を毎タイムステップごとに行わなければならない。しか
し、4.1.1において後述するスペクトル法と呼ばれる方法では、11 次元の前計算は必要な
もののシミュレーション中の衝突項の計算を 9 次元に抑えることができる [41]。ただし、
衝突のモデルによっては前計算の積分を解析的に求めることができる場合があり、例えば
Variable Hard Sphere (VHS) モデルと呼ばれるモデルでは 7 次元の前計算で済む。
さらに 4.1.2に詳細は述べるが、Fourier 空間でのメッシュの取り方を直交座標から 3次
元球座標に切り替えることで、速度空間の積分を角度と直線の積分に切り替えることがで
きる。これにより、少ない計算回数で同程度の計算精度を出すことができる [18]。
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第2章 量子計算

量子計算は量子力学の数ある応用の一つだが、その量子計算も複数の側面を持つ。例え
ば、捉えどころの無い量子力学をよりはっきりと理解するための道具という側面を持つ。
1980年代初頭には量子効果によって光よりも早く情報を伝えることができるのではない
かという相対性理論の因果律を破る可能性が議論された。もちろん否定的な結論に至った
が、その際には、同時期に証明された no-cloning theorem という量子計算理論の定理が
中心的な役割を担った [38]。このように理論的にも重要な量子計算であるが、本研究にお
いては量子計算の持つ別の側面に注目する。
量子計算は、複数の計算を同時に進行させる量子並行性という性質を持つが、これによ

り古典的な計算では再現できない小さな計算量を持つ可能性（量子優位性）が示唆されて
いる。量子優位性については情報理論の P ̸=NP 問題が関わっており未だ証明されてはい
ないものの、現状大多数の研究者が真であると考えている。本研究では量子計算の量子優
位性に注目し、前述の Boltzmann 方程式の時間発展を追うシミュレーションを効率的に
行う量子アルゴリズムを開発した。

2.1 Quantum bits

古典計算において bit は情報量を表す単位であり、1 bit が持つ情報は 0 と 1 の二つの
状態のうちどちらの状態なのかというものである。量子計算において bit に対応する概念
が quantum bit (qubit) であり、これがどのようなものかを数学的な概念としてまずは述
べる。

2.1.1 1 qubit system

bit が 0 と 1 という二つの状態から構成されていたように、qubit も二つの基本的な状
態 |0⟩ と |1⟩ を持つ。状態についている | ⟩ は C2 空間内のベクトルであることを意味し
ており、重ね合わせと呼ばれる状態の線型結合

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ (2.1)

も qubit の持つ状態である。ただし、α や β は振幅と呼ばれる複素数である。|0⟩ はノル
ム 1 の状態ベクトルであり、|1⟩ はそれに直交するノルム 1 の状態ベクトルである。これ
らを、計算上の都合により本論文では以下のベクトルに割り当てる。

|0⟩ =

(
1

0

)
(2.2)
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θ

φx

y

z

|0⟩

|ψ⟩

|1⟩

図 2.1: Bloch sphere

|1⟩ =

(
0

1

)
(2.3)

また、量子力学的要請から qubit には測定という概念が登場する。ある qubit に測定を行
うと、元々 2 つの状態の重ね合わせだった量子状態が、古典的な 0 か 1 のどちらかの状
態となる。ただし、0 と 1 のどちらになるかは振幅に依存した確率で決まり、0 が得られ
る確率は

⟨ψ|

(
1 0

0 0

)
|ψ⟩ = |α|2 (2.4)

であり、1 が得られる確率は

⟨ψ|

(
0 0

0 1

)
|ψ⟩ = |β|2 (2.5)

となる。以上より、振幅 α, β には

|α|2 + |β|2 = 1 (2.6)

という規格化条件が課される。代表的な 1 qubit 系には |0⟩ や |1⟩ の他に |+⟩ や |−⟩ で表
される状態が存在し、それぞれ

|+⟩ = |0⟩+ |1⟩√
2

=
1√
2

(
1

1

)
(2.7)

|−⟩ = |0⟩ − |1⟩√
2

=
1√
2

(
1

−1

)
(2.8)

である。これらは 0 と 1 が測定される確率がどちらも 50 % であり、量子並行性を考え
る上で非常に重要な状態となっている。
ところで、3つの実数 θ, φ, γ を用いることで、式 (2.1) を以下のように変形することが

できる。
|ψ⟩ = eiγ

(
cos

θ

2
|0⟩+ eiφ sin

θ

2
|1⟩
)

(2.9)
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この式のうち、γ の寄与である eiγ は測定に一切影響を及ぼさないため、この節の中では
考慮しない。残された２つの実数 θ, φ を用いると、3次元の単位球面上の位置を指定する
形で幾何学的な情報に変換することができる (図 2.1)。この球は Bloch sphere と呼ばれ、
1 qubit 系の有用な視覚化を与える。

2.1.2 Multiple qubits system

n qubits の系を考える。1 qubit における基本的な基底は |0⟩ と |1⟩ だったが、n qubits

にも同様の基底 |0⟩ , |1⟩ , · · · , |2n − 1⟩ が存在する。これらは |0⟩ と |1⟩ のテンソル積

|i⟩ = |i0i1 · · · in−1⟩ = |i0⟩ ⊗ |i1⟩ ⊗ · · · ⊗ |in−1⟩ = |i0⟩ |i1⟩ · · · |in−1⟩ (2.10)

で表される。ただし、i0, i1, · · · , in−1 は i の二進数表記 i0i1 · · · in−1(2) の格桁に対応して
いる。この基底を組み合わせ、n qubits の系は振幅 αi により

|ψ⟩ =
n−1∑
i=0

αi |i⟩ (2.11)

と表すことができる。振幅には 1 qubit の時と同様に
n−1∑
i=0

|αi|2 = 1 (2.12)

という制限があるものの、n qubits の系には 2n 個の複素数の情報を入れることができる。
n = 500 の場合には、蓄えることのできる複素数の数が宇宙全体に存在すると考えられる
原子の数よりも大きくなってしまうため、古典的に 500 qubits の系を完全にシミュレー
ションすることは不可能である。
2 qubits の場合には基底は |00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩ の 4つで、「Bell 状態」あるいは「EPR

ペア」と呼ばれる重要な状態
|00⟩+ |11⟩√

2
(2.13)

がある。Bell 状態において、1つ目の qubit を測定すると 50 % の確率で 0 または 1 が得
られる。同様に、2つ目の qubit を測定しても 50 % の確率で 0 または 1 が得られる。こ
の性質から考えると、Bell 状態は |++⟩ = |+⟩ |+⟩ と本質的には同じ状態だと推測するこ
ともできるが、実際には 1回目の測定後の状態が異なるため異なる状態である。例えば、1
つ目の qubitを測定した結果が 0であったとする。その時、Bell状態の場合は |00⟩になっ
ているが、|++⟩ の場合は |0⟩ |+⟩ となる。この後に 2つ目の qubit を測定すると、Bell 状
態の場合は 100 % の確率で 0 が得られるが、|++⟩ の場合は 50 % の確率で 0 または 1

が得られる。このように複数の qubits が紐づけられることをエンタングルといい、量子
テレポーテーションなど古典では考えられない量子の不思議な挙動の元になっている。
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2.2 量子ゲート
古典計算において論理ゲートと言えば、入力と出力により決まる真理値表から定義され

る論理演算を行う電子回路のことで、NOT、AND、ORなどがある (付録A参照)。これ
ら基本的な論理ゲートを組み合わせることで任意の論理演算を行うことができ、古典計算
における様々なアルゴリズムは元を辿ると基本的な数種類の論理ゲートに分解することが
できる。
古典計算と同様に、量子計算にも演算を行う仕組みがあり、量子ゲートと呼ばれている。
量子ゲートも複数組み合わせていくことで様々な演算を行うことができるが、その演算に
は制約が存在する。n qubits の系を C2n のベクトルとして捉えた際には、量子力学から演
算は線形に作用することが要請されるので、C2n×2n の行列で演算を表現する。量子ゲー
ト U を任意の n qubits 状態 |ψ⟩ に作用させた後にも規格化条件が成り立つので、

⟨ψ|U †U |ψ⟩ = 1 (2.14)

から U †U が単位行列になることが分かる。つまり、U はユニタリ行列である。ユニタ
リ行列の集合は積演算に対して閉じているので、いくらゲートを組み合わせたとしても量
子計算では本質的にユニタリな変換しか行うことができない。この制約から量子情報をコ
ピーできないという no-cloning theorem や計算の可逆性が導かれるが、これらが量子ア
ルゴリズムの開発を難化させている一因である。逆にユニタリな変換であれば、以下に紹
介する量子ゲートを組み合わせることで、任意のユニタリな変換を行うことができる。
量子ゲートは数多くの種類が存在するが、本研究において登場するものに限っていくつ
か紹介し、関連する定理を導入する。

2.2.1 1 qubit gate

量子ゲートには様々な種類があるが、ゲートが作用する範囲が n qubits に渡っている
場合、n qubit gate と呼ばれる。そのうち、この小節では 1 qubit gate に着目する。
まず古典的な 1 bit の論理ゲートは、何もしないゲートか NOT gate の二つである。こ

れら二つに対応する量子ゲートはそれぞれ identity gate (I gate) と X ゲートと呼ばれ、
identity gate は古典から変わらず何もしないゲートで、X ゲートは

X(α |0⟩+ β |1⟩) = (α |1⟩+ β |0⟩) (2.15)

このように |0⟩ と |1⟩ を入れ替えるゲートである。この操作は、行列で表現すると

X =

(
0 1

1 0

)
(2.16)

であり、図 2.1 の Bloch sphere 上だと x 軸まわりの 180 度回転に相当する。
1 qubit gate には古典的なアナロジーが存在しないゲートも存在する。その中でも重要

なものは、Z ゲートと H ゲート (Hadamard gate) である。それぞれ行列だと

Z =

(
1 0

0 −1

)
, (2.17)

13



x

y

z

|0⟩

軸
45◦

|1⟩

図 2.2: H ゲートで回転させる軸

H =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
(2.18)

と表され、Bloch sphere 上だと Z ゲートは z 軸まわりの 180 度回転に対応し、H ゲー
トは x 軸と z 軸の間の軸 (図 2.2) まわりの 180 度回転に対応している。H ゲートは |0⟩
や |1⟩ を |+⟩ や |−⟩ にするゲートで、かつ H2 = I となる。
また、Bloch sphere 内で x 軸まわりに θ 回転させるゲートは Rx ゲートと呼ばれて

おり、
Rx(θ) =

(
cos θ2 −i sin θ

2

−i sin θ
2 cos θ2

)
(2.19)

で表される。同様に Ry, Rz ゲートも Bloch sphere 内で y, z 軸まわりに θ 回転させる量
子ゲートであり、

Ry(θ) =

(
cos θ2 − sin θ

2

sin θ
2 cos θ2

)
, (2.20)

Rz(θ) =

(
e−iθ/2 0

0 eiθ/2

)
(2.21)

で表される。その他にも、Bloch Sphere 内で z 軸まわりに 90 度回転させる量子ゲート

S =

(
1 0

0 i

)
(2.22)

や、その逆
S† =

(
1 0

0 −i

)
(2.23)

も有用な量子ゲートである。
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入力 出力
0 0 0 0

0 1 0 1

1 0 0 1

1 1 1 1

表 2.1: AND と OR を返す古典論理ゲートの真理値表。この論理ゲートは入力が 01 の時
と 10 の時を出力から区別することができない。すなわち、不可逆な演算を行うため対応
する量子ゲートを作ることができない。

入力 出力
0 0 0 0

0 1 0 1

1 0 1 1

1 1 1 0

表 2.2: 対応する量子ゲートが存在する古典論理ゲートの真理値表。この論理ゲートは一
つ目の出力では一つ目の入力をそのまま返し、二つ目の出力では二つの入力の XOR を返
している。

2.2.2 Multiple qubits gate

1 qubit gate と同様に古典的なアナロジーから考えたいが、古典論理ゲートと量子ゲー
トは大きく異なる点がある。それは、古典論理ゲートは入力と出力の bit 数が異なること
が許されるが、量子ゲートは許されない点である。そのため、入力 2 bits 出力 1 bit であ
る AND ゲートのような論理ゲートに対応するような量子ゲートは存在しない。さらに、
仮に論理ゲートの入出力の bit 数が同じであっても、量子ゲートに対応するものが存在す
るのかについてはユニタリ行列として実現可能かどうかを検討しなければならない。例え
ば、入出力が 2 bits で AND と OR を返すような古典論理ゲート (表 2.1) は、対応する
量子ゲートを作ることができない。
一方、対応する量子ゲートが存在する例を一つ挙げると表 2.2が挙げられる。この論理

ゲートに対応する量子ゲートは 
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 (2.24)

この行列で表され、もし 1 qubit 目が |0⟩ なら何もせず、|1⟩ なら 2 qubit 目に X ゲート
をかけることに相当している。1 qubit 目が 2 qubit 目に X ゲートをかけるかどうかを
制御しているように見えることから 1 qubit 目は制御 qubit と呼ばれ、Controlled-NOT

を略して CNOT (または CX ゲート) と呼ばれている。また、1 qubit 目が重ね合わさっ
た状態に対しては、以下のように作用する。

CNOT(α |0⟩+ β |1⟩) |ψ⟩ = α |0⟩ |ψ⟩+ β |1⟩ (X |ψ⟩) (2.25)
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α = β = 1/
√
2, |ψ⟩ = |0⟩ の時できあがる状態は Bell 状態であることから、H ゲートと合

わせて CNOT は |00⟩ から Bell 状態を作り出すことができる。 制御 qubit を含む量子
ゲートは他にも存在し、一般化して C(U) ゲートと書かれる。C(U) ゲートは、 1 qubit

目が 2 qubit 目に 1 qubit ゲート U がかかるかどうかを制御しているゲートである。
一方、multiple qubits gate には制御 qubit を持たないものも存在する。一例を挙げる

と、 SWAP ゲートと呼ばれる 2 qubits ゲートがある。これは
1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

 (2.26)

という行列で表され、2つの qubits を交換することに対応している。

U1 U2

図 2.3: 量子回路図の例。ある qubit に U1, U2 をこの順に作用させた後測定する回路図。

制御 qubit •
ゲート動作部分

図 2.4: CNOT

ここで、量子ゲートを組み合わせてできる量子回路を表現する上で便利な手法を導入す
る。図 2.3は回路図と呼ばれる図で、横線が qubit、箱が中に書いてあるゲートに対応し
ている。(ただし、X ゲートだけは⊕ を用いて表されることがある。) 回路図は左から右
に読んでいく図で、図 2.3はある qubit に U1 がかかった後に U2 がかかり、最後に測定
を行うという回路になっている。さらに、制御 qubit は黒丸で表される。例えば、CNOT

は図 2.4で表されるが、二本あるうちの上の横線に対応する qubit が制御 qubit となり下
の横線に対応する qubit にかかるゲートを制御している。また、制御 qubit における |0⟩
と |1⟩ の役割を逆転させたものを白丸で表す。

•
=

制御 qubit •
制御 qubit •

ゲート動作部分

図 2.5: Toffoli ゲート
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回路図を用いて、重要なゲートである Toffoli ゲートを定義する。図 2.5が Toffoli ゲー
トを表す回路図で、X ゲートに制御 qubit が二つついている。これは、上 2本の横線に対
応する qubits が両方 |1⟩ のときのみ下の横線に対応する qubit に X ゲートがかかると
いうもので、制御 qubits が二つあることから CCX ゲートと呼ばれることもある。制御
qubits の数に上限はなく、n個の制御 qubits を持つ一般化された Toffoli ゲートは Cn(X)

ゲートとも書かれる。また、C(U) ゲートと同様に、複数の制御 qubits を持つゲートは
Cn(U) ゲートと書かれる。

2.2.3 ゲートの分解
量子コンピューターの実機では、使いたいゲートが直接実装されていないということが

多々ある。このような時、使いたいゲートを実装されているゲートに分解することで、同
等の働きをする量子回路を作り上げる。

• •
•

図 2.6: SWAP ゲートを表す量子回路

例えば、SWAP ゲートは図 2.6に分解することができる。他にも、一般化された Toffoli

ゲートは実機には実装されていないゲートであるが、1 qubit ゲートと CNOT に分解でき
ることが知られている。例えば、Cn(X) ゲートは O(n2) 個の C(Rx(θ)) ゲートに分解す
ることができる [49]。さらに、一般の 1 qubit ゲート U に対して、C(U) ゲートは全体の
位相を除いて以下のように 1 qubit ゲートと CNOT に分解できる。証明内に登場するパ
ラメータである 4 つの実数に α = 0, β = −π/2, γ = θ, δ = π/2 を指定することで Rx(θ)

を作ることができ、α = 0 なので全体の位相も一致している。これらを組み合わせること
で、O(n2) 個の CNOT と 1 qubit ゲートで Cn(X) を作り出すことができている。

Proof. U は
U =

(
ei(α−β/2−δ/2) cos γ2 −ei(α−β/2+δ/2) sin γ

2

ei(α+β/2−δ/2) sin γ
2 ei(α+β/2+δ/2) cos γ2

)
(2.27)

このように 4 つの実数 α, β, γ, δ で表現でき、これを用いて

U = eiαAXBXC (2.28)

• • • D
=

U C B A

図 2.7: C(U) ゲートの分解
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と分解できる。ただし、

A = Rz(β)Ry(γ/2), B = Ry(−γ/2)Rz(−(δ + β)/2), C = Rz((δ − β)/2) (2.29)

である。さらに D を
D =

(
1 0

0 eiα

)
(2.30)

と定義すると、図 2.7のような C(U) ゲートの分解を得ることができる。

2.3 量子アルゴリズム
有名な量子アルゴリズムには、Shor のアルゴリズム [51]や Glover のアルゴリズム [22]

などがある。ここでは、本研究で使用する量子アルゴリズムをいくつか列挙する。

2.3.1 インクリメントおよびデクリメント
インクリメントやデクリメントというのは、古典的には整数に 1 を足し引きすること
である。量子の場合、n qubits の系に対するインクリメントは以下の行列によって定義さ
れる。

Uinc =



0 0 0 0 1

1 0 · · · 0 0 0

0 1 0 0 0
...

. . .
...

0 0 1 0 0

0 0 · · · 0 1 0


(2.31)

Uinc は i ∈ {0, 1, · · · , 2n − 2} に対し |i⟩ を |i+ 1⟩ に移し、|2n − 1⟩ を |0⟩ に移す演算で
ある。
一方デクリメントは

Udec =



0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 0 0
...

. . .
...

0 0 0 1 0

0 0 0 · · · 0 1

1 0 0 0 0


(2.32)

•
• •
• • •

図 2.8: 4 qubits の系に対するインクリメント (左) およびデクリメント (右)
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•
• •
• •

図 2.9: 4 qubits の系に対する |i⟩ →
∣∣i+ 22

〉
(左) および |i⟩ →

∣∣i− 22
〉
(右) を行う量子

回路。

で定義され、Udec は Uinc の逆行列となっている。
Udec および Uinc は 4 qubits の場合は図 2.8によって再現される。他の qubits の系に
対しても、同様の三角形に近い形の量子回路によって再現することができる。
これらの回路は少し回路を変更するだけで、2 冪の足し引き |i⟩ → |i± 2p⟩ に変えるこ

とができる。これを実現するには、末尾から p 個の一般化 Toffoli ゲートを削除すれば良
い。例えば、4 qubits の系で p = 2 のものは回路図にすると図 2.9になる。

2.3.2 量子フーリエ変換
N 個の複素数 cx(x = 0, 1, · · · , N−1)に対し、離散フーリエ変換 c̃k(k = 0, 1, · · · , N−1)

は以下のように定義される。

c̃k =
1√
N

N−1∑
x=0

exp

[
i
2πkx

N

]
cx (2.33)

この離散フーリエ変換を用いると、量子フーリエ変換 (Quantum Fourier Transform,

QFT) は、入力

|ψ⟩ =
N−1∑
x=0

cx |x⟩ (2.34)

に対して
˜|ψ⟩ =

N−1∑
k=0

c̃k |k⟩ (2.35)

で定義される。
0 ≤ j < N を整数として、入力 |j⟩ の量子フーリエ変換は以下のようになる。

˜|j⟩ = 1√
N

N−1∑
k=0

exp

[
i
2πkj

N

]
|k⟩ (2.36)

これにより、量子フーリエ変換は測定で情報を得ることができる部分と、得ることができ
ない部分を入れ替える操作と見ることもできる。以下に述べる量子フーリエ変換アルゴリ
ズムを用いることで量子位相推定を行うことができ、簡単には得ることができない位相の
情報に古典的にアクセスできるようになる。n = log2N とし、N が 2冪の時に量子フー
リエ変換を O(n2) の計算量で計算する量子アルゴリズムを導入する。
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|j0⟩ H R2 · · · Rm−1 Rm

|j1⟩ • · · ·
...

. . .

|jm−2⟩ · · · •
|jm−1⟩ · · · •

図 2.10: QFT のサブルーチン。m qubits の系を考えている。

図 2.10は QFT のサブルーチンで、m qubits の系を考えている。ただし、Rk は

Rk =

(
1 0

0 e2πi/2
k

)
(2.37)

で定義される量子ゲートである。このサブルーチンを Sm とする。|j0⟩ , · · · , |jm−1⟩ が全
て |0⟩ もしくは |1⟩ である場合を考え、サブルーチン Sm が |j0⟩ にどのような作用をもた
らすかを追う。
まず H ゲートがかかった後は以下のようになる。

|j0⟩ →
1√
2

(
|0⟩+ e2πi(0.j0) |1⟩

)
(2.38)

ただし、0.j0 は二進数の小数で、j0 = 0 なら 0、j0 = 1 なら 1/2 を表す。さらに、制御
R2 ゲートがかかると

→ 1√
2

(
|0⟩+ e2πi(0.j0j1) |1⟩

)
(2.39)

このように変化する。さらに制御 R ゲートをかけていくと、最終的に以下の量子状態が
得られる。

1√
2

(
|0⟩+ e2πi(0.j0j1···jm−1) |1⟩

)
(2.40)

式 (2.36)を変形すると

˜|j⟩ =
1√
2n

1∑
k0=0

· · ·
1∑

kn−1=0

exp

[
πij

(
n−1∑
l=0

kl2
−l

)]
|k0 · · · kn−1⟩

=
1√
2n

1∑
k0=0

· · ·
1∑

kn−1=0

n−1⊗
l=0

eπijkl2
−l |kl⟩

=
1√
2n

n−1⊗
l=0

 1∑
kl=0

eπijkl2
−l |kl⟩


=

1√
2n

n−1⊗
l=0

(
|0⟩+ eπij2

−l |1⟩
)

=
1√
2n

n−1⊗
l=0

(
|0⟩+ e2πi(0.jn−1−l···jn−1) |1⟩

)
(2.41)
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|j0⟩

Sn

· · ·
|j1⟩

Sn−1

· · ·
...

|jn−2⟩ · · ·
S2

|jn−1⟩ · · · H

図 2.11: swap のない QFT の量子回路

となるため、m = n の場合を考えると式 (2.39)は ˜|j⟩ の最後の n− 1 番目の qubit を再
現できていることが分かる。また、サブルーチン Sm は 0 番目の qubit 以外に影響を及
ぼさず、式 (2.41)は l に関して再起的な構造をしている。
このことを踏まえると、図 2.11の量子回路により |j⟩ から

1√
2n

n−1⊗
l=0

(
|0⟩+ e2πi(0.jl···jn−1) |1⟩

)
(2.42)

が得られる。この量子状態は式 (2.41)の l 番目の qubit と n− 1− l 番目の qubit を交換
したものになっている。よって、図 2.11の量子回路と SWAP ゲートを組み合わせること
で QFT を行う量子アルゴリズムが出来上がる。サブルーチン Sm の計算量が O(n) であ
り、 SWAP ゲートは O(n) 回登場するので、全体として O(n2) の計算量となっている。

2.4 量子トモグラフィ
n qubits の系において、|0⟩ からある量子状態 |ψ⟩ を与えるユニタリーな演算 Uψ があ

るとする。|ψ⟩ の振幅を知りたい時、Uψ を用いて |ψ⟩ に対する測定を繰り返しても、振
幅の位相の情報は得ることができない。量子トモグラフィは、測定の前に工夫を施すこと
で位相の情報まで得ることができる測定の方法である。まずは 1 qubit の系での考察を行
い、後から n qubits への一般化を行う。

2.4.1 1 量子状態への量子トモグラフィ
Pauli 行列を導入する。

σ0 = I =

(
1 0

0 1

)
, σ1 = X =

(
0 1

1 0

)
, σ2 = Y =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 = Z =

(
1 0

0 −1

)
(2.43)

Pauli 行列は全てエルミート行列なので、量子力学よりそれぞれを物理量として捉えるこ
とができる。その解釈から、Pauli 行列の期待値を考えることができる。
1 量子状態 |ψ⟩ を式 (2.9)により θ, φ を用いて表現する。

|ψ⟩ = eiγ
(
cos

θ

2
|0⟩+ eiφ sin

θ

2
|1⟩
)

(2.44)
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σ0 の期待値は規格化条件から必ず

⟨ψ|σ0 |ψ⟩ = cos2
θ

2
+ sin2

θ

2
= 1 (2.45)

が得られるが、それ以外の Pauli 行列の期待値は

⟨ψ|σ1 |ψ⟩ = sin θ cosφ (2.46)

⟨ψ|σ2 |ψ⟩ = sin θ sinφ (2.47)

⟨ψ|σ3 |ψ⟩ = cos θ (2.48)

となる。σ3 の期待値に注目すると、これは Bloch sphere において z 軸と量子状態の成す
角度 θ の cos 値になっている。他の σ1 および σ2 についても、x, y 軸と量子状態の成す
角度の cos 値になっており、3 つの Pauli 行列それぞれが各軸と深い関係があることが窺
える。
さて、式 (2.46) ∼ (2.48)がもし量子コンピューターから得られたとすると、θ および φ

が完全に決定されるため量子状態が一意に定まることになる。実際、

|0⟩ Uψ H (2.49)

により 0 が測定される確率は
1

2
(1 + sin θ cosφ) =

1

2
(1 + ⟨ψ|σ1 |ψ⟩) (2.50)

なので、量子回路 (2.49)を繰り返し行うことで式 (2.46)を求めることができる。他も同
様に、

|0⟩ Uψ S† H (2.51)

|0⟩ Uψ (2.52)

という量子回路を考えると、(2.51)による 0 が測定される確率は
1

2
(1 + sin θ sinφ) =

1

2
(1 + ⟨ψ|σ2 |ψ⟩) (2.53)

で、(2.52)による 0 が測定される確率は
1

2
(1 + cos θ) =

1

2
(1 + ⟨ψ|σ3 |ψ⟩) (2.54)

となる。
これらの量子回路は、以下の 3 つの点を押さえることからも理解することができる。①

H ゲートは Bloch sphere 内での x 軸と z 軸の中間の軸まわりの 180 度回転に対応し、
S, S† ゲートは z 軸まわりの 90,-90 度回転に対応している (2.2.1参照)。② 量子状態の測
定が Z の期待値を得ることに相当している。③ 関係式

HZH = σ1, SHZHS
† = σ2, Z = σ3 (2.55)

が成り立つ。
以上をまとめると、|ψ⟩ を古典的な情報として得られていることがわかる。
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2.4.2 n 量子状態への量子トモグラフィ
n 量子状態

|ψ⟩ =
2n−1∑
j=0

cj |j⟩ (2.56)

を考える。この時、4n 個のエルミート行列

σi = σi0,i1,··· ,in−1 =

n−1⊗
j=0

σij (2.57)

の実数係数線型結合により任意の 2n× 2n エルミート行列を表現できるため、すべての σi

の |ψ⟩ による期待値がわかれば |ψ⟩ を同定することができる。式 (2.55)から、式 (2.49),

(2.51), (2.52) を適切な順番で並べれば σi の |ψ⟩ による期待値がわかるため、最終的には
|ψ⟩ の情報が計算できる。
量子トモグラフィのやり方を上記に記したが、結局この方法は原理的には振幅を推定で

きるということを言っているだけで、効率のよい推定ができるというわけでは無い。その
ため、振幅の情報が必要になった際にむやみに量子トモグラフィを利用するというのはあ
まり良い選択肢ではなく、取り出す情報を少なくするアルゴリズムの設計における工夫が
必要になってくる。

2.5 量子コンピューターの実機
量子コンピューターには量子アニーリングと呼ばれる種類のマシンも存在するが、本研

究では万能型と呼ばれる量子万能ゲートを用いるものを取り扱う。（以下量子コンピュー
ターと言う際には万能量子コンピューターを指すものとする。）量子コンピューターの実
機開発の研究は日進月歩であり、物理系として今まで様々なものが提案されてきた。今ま
での量子コンピューター開発の歴史はいかに量子状態を環境から守りながら qubit の数を
増やすかの歴史であり、物理系によって特徴が異なりそれぞれの得意不得意がある。その
うちいくつかを例に挙げ、特徴を見ていく。
1 つ目は超伝導量子コンピューターである。このタイプの量子コンピューターでは、

Cooper 対を Josephson 接合で隔離された超伝導体の箱に閉じ込めることで離散的なエネ
ルギー準位を構成する。その固有状態をエネルギーの低い順に |q⟩ = |0⟩ , |1⟩ , |2⟩ , · · · と
した時、|0⟩ ↔ |1⟩ の遷移エネルギーと |1⟩ ↔ |2⟩ の遷移エネルギーは大きく離れている。
よって 2 準位系として振る舞うため、量子ビットとみなすことができる。これを応用して
電荷ノイズへの耐性をつけた量子ビットは Transmon 量子ビット [26]と呼ばれ、現在の主
流になっている。また、装置に対して電荷やパルスをかける操作が 1 qubit ゲートに相当
し、量子ビットのキャパシターと呼ばれる部位間を直接繋ぐことで 2 qubits ゲートの実
装も可能にしている。ノイズ耐性を上げる上で重要な量子誤り訂正の方法はいくつか提案
されてきたが、その中でも表面符号と呼ばれる方法が有力な方法として挙げられる [21]。
この方法は、近接した qubit にエンタングルメントを形成し、測定をすることで誤りを検
知し修正することができる。

23



図 2.12: Googleが量子超越性を示す [2]際に使用した「Sycamore」という名前の量子コン
ピューター。左はプロセッサーが冷凍機に入れられた様子を撮影したもの (Forest Stearns,

Google AI Quantum Artist in Residence)。右はプロセッサーの写真 (Erik Lucero, Re-

search Scientist and Lead Production Quantum Hardware)。

さて、超伝導体を用いるメリットの一つとして挙げられるのが、量子ビットの集積化が
可能な点である。限られた範囲に多数の量子ビットを構成することができるので量子ビッ
トの数を増やしやすく、また狭い範囲に集まっているので 2 qubits ゲートの実装もしや
すい。その一方、超伝導状態を作るために巨大な冷凍機が必要であり、ノイズ耐性が低い
という欠点もある。超伝導量子コンピューターは上記のような欠点はありつつも、メリッ
トが大きいため現状一番有力視されている方法である。例えば、Google は 2019 年に 53

qubits の超伝導量子コンピューター (図 2.12 ) を用いて、古典的には最新のスーパーコン
ピューターを用いた時に 10000 年かかると推測される課題を約 200 s で解くことに成功
した [2]。IBM から、一部の主張は過激であるなど批判は受けたものの、量子超越性を初
めて実証したのは超伝導量子コンピューターだった。
続いて、2つ目は光量子コンピューターである。光量子コンピューターは長い間光子を

量子ビットとして扱う KLM スキーム [25]と呼ばれる方法論が研究されてきた。しかし、
この方法は欲しいときに必ず光子を作ることのできる光子源が必要であり、現状 20 個の
光子を同時に作るのが限界である [60]。KLM スキームは小規模では成功を収めたものの、
現状大きな規模で実現する目処は付いていない。
他にもいくつかスキームが存在する中、近年注目を集めているのは量子テレポーテー

ションを応用したループ型光量子コンピューターである。このスキームでは、時間多重化
したスクイーズ光パルスを量子ビットとして用い、このパルスの振幅を光学素子を用いて
調整していくことで量子ゲートをかけていくことができる。これを用いて、1000 個以上の
光パルスの大規模な量子エンタングルメントを合成する [54]など計算規模や自由度が大き
く向上している。ループ型光量子コンピューターには、光のロスのエラーによる量子ビッ
ト数の制限や、一部の演算に必要な特殊な光パルスが未だ砂上の楼閣であることなど課題
が残っている。その一方、極低温や真空などといった日常とかけ離れた環境を必要としな
いことや、将来的に量子インターネットが実現した際にスムーズに接続できることなどの
メリットが挙げられる。2022 年には Xanadu が古典的には 9000 年かかるとされる課題
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を 36 µs で解くことのできる量子超越性のある光量子コンピューターを開発した [32]。
3つ目はイオントラップによる光量子コンピューターである。この方法では、電気的に
運動を制御できるイオンを量子ビットとして扱う。また、イオンにレーザーなどを照射し
て量子状態を操作することで量子ゲートを作成する。レーザー冷却によって µK ∼ mK 温
度に冷却することができ、イオン周辺の電極に電圧を印加することで真空中にイオンを一
直線上に浮遊させることができる。これらの過程から高いコヒーレンスを保つことができ
エラー耐性は高く、集団運動の量子状態を経由することで任意のイオン間に量子もつれを
生成することができる。その一方、20量子ビット [17]を超えると制御が困難になるなど、
スケールアップに課題が残っている他、量子状態の操作が遅いなどの問題も抱えている。
以上 3つの量子コンピューターの実現方法の候補を紹介したが、他にも量子ドット [61]

や核磁気共鳴 [48]、近年登場したトポロジカル素子 [30]といった手法もある。古典コン
ピューター開発は途中まで真空管を用いたものが一般的だったものの、途中からトランジ
スタを用いたコンピューターに取って代わられることになった。このように、現状は量子
ビット数の観点で数百 qubits を誇るものも登場している超伝導型量子コンピューターが
一大勢力となっているが、最終的にどの手法が覇権を握るのかは未だ不明である。

2.6 QRAM

古典コンピュータには Random-Access Memory (RAM) と呼ばれる記憶装置が存在す
る。RAM はメモリ内に割り当てられたアドレス i に対応するデータ xi をセットで格納
し、アドレス i を指定すると i の大きさによらず一定の非常に短い時間でデータ xi を引
き出すことができる装置である。
この装置の量子版が Quantum RAM (QRAM) で、高速な読み出しに特化した装置に
なっている。nr bit のバイナリデータ xi (i = 0, · · · , 2na − 1) が与えられたとき

|i⟩a |0⟩r
QRAM−−−−−−→ |i⟩a |xi⟩r (2.58)

という動作を行う。ただし、|⟩a はアドレスを格納する na qubits のレジスタで、|⟩r はバ
イナリデータが入る nr qubits のレジスタである。重要な点は QRAM の |⟩a には重ね合
わせ状態も入れることができるということである。具体的には、

2na−1∑
i=0

ai |i⟩a |0⟩r
QRAM−−−−−−→

2na−1∑
i=0

ai |i⟩a |xi⟩r (2.59)

このように重ね合わせ状態として与えられたアドレスそれぞれに対して xi が格納される。
QRAM にはいくつかの仕組みが提案されており、Bucket-Brigade QRAM [20]、Fanout

QRAM [19]、Flip-Flop QRAM [42]、Qudits-based memory [3]、Approximate PQC-based

[44]、EQGAN QRAM [39] などが知られている。これらの性能は文献 [43]の TABLE IV

で詳しく比較されている。
No-cloning theorem による制約が理論的に存在することに加え、提案手法のノイズ耐性
の低さや構造の不安定さなどから、大規模な QRAM の実現は遅れている。しかしそんな
中でも、Bucket-Brigade 法において古典データと併用した時の性能の向上の可能性を追
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うことや [36]、ノイズ耐性を上げる方法を探索する [1, 40]など、最新の研究は進められて
いる。量子コンピューターの実機と同様に、いずれはノイズ耐性のある大規模な QRAM

が実現されることが期待されている。
QRAM の存在を仮定し、データをレジスタではなく振幅に入れる方法がある [45]。文献

[23]によって提案された古典的な木構造を応用した振幅へのエンコードを QRAM によっ
て効率的に行う方法であり [66]、以下の状態を O(poly(na)) で作り出すことができる。

1

M

2na−1∑
i=0

xi |i⟩a , M2 =

2na−1∑
i=0

x2i (2.60)
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第3章 Vlasov 方程式の量子計算による加速

3.1 先行研究
Vlasov 方程式の時間発展を古典的に効率的にシミュレーションする手段は、Graphics

Processing Unit (GPU)を用いたもの [13]やスーパーコンピューターを用いたもの [62, 63]

などが存在しており、より大規模なシミュレーションを行うためにしのぎを削っている。
これらは、Vlasov 方程式の直接シミュレーションを用いており、物理的要請により精度
の落ちない範囲で N 体シミュレーションを一部用いるなど計算量が少なくなる工夫をし
ながらシミュレーションを進めている。しかし、直接シミュレーションを扱う以上 6 次元
の計算から逃れることはできていない。
6 次元計算から解放される可能性として、量子コンピューターを用いることが挙げられ

る。微分方程式の時間発展を追うシミュレーションを行う量子アルゴリズムは既に模索さ
れており、主に 2つの方法に分けられる。

3.1.1 微分方程式の量子シミュレーション手法
1 つは変分法を用いる方法である [9, 31]。この方法は主に Noisy Intermediate Scale

Quantum device (NISQ) での運用を目的に開発された古典量子ハイブリットアルゴリズ
ムで、量子コンピュータの出すノイズへの耐性が高く、現在の量子コンピュータでも実機
での運用を見込める。その一方、計算量が高く、未来に登場すると考えられている Fault

Tolerant Quantum Computer (FTQC) を仮定した際に後述のもう一つの方法に比べると
価値が薄くなってしまう傾向にある。
もう一つは、何らかの形で時間発展させる量を量子コンピュータ内に持たせる方法であ

る。こちらはノイズ耐性が低いことが多く、FTQC 向けのアルゴリズムになるが、その分
計算量が低くなっている。本研究もこのやり方に則った方法になっている。

3.1.2 Vlasov 方程式の量子シミュレーション手法
Vlasov 方程式のシミュレーション手法は、これまで主に前小節 3.1.1の後者の方法で進

められてきた。基本的な方法は、与えられた力場を用いるか Vlasov 方程式を線形化した
上で式変形をすることで量子コンピュータに載せられる形にする方法である。式変形によ
りハミルトニアンを作り出してハミルトニアンシミュレーションアルゴリズム [4, 15]と呼
ばれるシミュレーション手法を行う方法 [56]や、大規模な連立一次方程式に変形すること
で Harrow-Hassidim-Lloyd (HHL) アルゴリズム [24]と呼ばれる連立一次方程式求解アル
ゴリズムに帰着させる方法 [35]などが知られている。
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これらのシミュレーションは高速に動くことが期待されているが、特定の状況や線形効
果を見ることに特化しているため、自己重力系など非線形な形をした力場の効果を直接見
ることはできない。これを改善するために、Carleman 行列という C∞ 級関数の微分を並
べた行列を用いた非線形効果も取り込める量子シミュレーションも考案された [27]。しか
し、線形な部分が非線形な部分よりも十分に大きい場合にのみ成立するシミュレーションと
なっているため、非線形部分の大きな自己重力系の Vlasov 方程式には適していなかった。
他にも、Reservoir 法と呼ばれる特殊な離散化法を用いた Vlasov 方程式のシミュレー

ション手法がある [55]。この手法は決められた境界での反射を取り込むなど新たな取り組
みが見られたものの、力場の全く無い F = 0 の状況をベースとした手法であった。この
条件であれば、古典的には時間発展させることなく任意の時間の結果を得ることができる
ので、実用上は意味のない手法となってしまっている。
本研究はこの Reservoir 法を用いた手法を改善し、最終的に自己重力系における Vlasov

方程式のシミュレーションアルゴリズムを得た。そのため、以下 Reservoir 法およびそれ
を用いた量子アルゴリズム [55]について述べる。

3.1.3 Reservoir 法
3つの実変数 x, v, t を用いて、移流方程式

∂f(x, v; t)

∂t
+ v

∂f(x, v; t)

∂x
= 0 (3.1)

を考える。この式の解は、t = 0 の時の初期値 f0(x, v) を用いて
f(x, v; t) = f0(x− vt, v) (3.2)

と書ける。これは、移流方程式に用いられている変数のうち x が位置、v が速度、t が時
刻に相当するとして、初期値 f0(x, v) が速度 v に従って形を変えずに動いていくことに
対応している。
x を一定距離 ∆x > 0 で離散化し、離散化された点を xj = j∆x と表す。また、v には
限界値 V > 0 を設け、離散化点の数 Nv により

vk =
(2k + 1)V

Nv
− V, k = 0, 1, · · · , Nv − 1 (3.3)

と離散化する。ここで、V は ∀|v| > V, f(x, v; t) ≃ 0 が成り立つような V である。さら
に、t を離散化した点を tn として ∆tn = tn+1 − tn と置く。
これらを用いて式 (3.1)を以下のように離散化することができる。

fn+1
k;j = fnk;j − vk

∆tn
∆x

fnk;j − fnk;j−1 (vk > 0)

fnk;j+1 − fnk;j (vk < 0)
(3.4)

この離散化の方法は一次精度風上差分法と呼ばれている。この式の vk
∆tn
∆x の部分に着目

し、新たに Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) カウンターと呼ばれる変数 Cnk を考える。Cnk
は以下の式に従って更新されていく。

Cn+1
k = Cnk + |vk|

∆tn
∆x

(3.5)
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さらに、実数の小数部分を表す関数 dec() を用いて

∆tn = min
k

(
[1− dec(Cnk )]

∆x

|vk|

)
(3.6)

を逐次的に定義していく。すると、どの n においても

∃k s.t. dec(Cnk ) = 0 (3.7)

が成り立つ。
一次精度風上差分法 (3.4)では毎ステップ全ての k, j に対して fk;j の更新を行うが、

dec(Cnk ) ̸= 0 を満たす k については fk;j の更新を行わないのが Reservoir 法である。そ
の代わり、dec(Cnk ) = 0 を満たす k については、前回 k についての更新があった時から溜
まっていた vk∆tn/∆x を一度にまとめて更新する。Cnk の小数部分が 0 の時にのみ更新
するため、溜まった vk∆tn/∆x は合計で ±1 になっている。そのため、以上をまとめると

fn+1
k;j =


fnk;j−1 (vk > 0 かつ dec(Cnk ) = 0)

fk;j (dec(|Cnk |) ̸= 0)

fnk;j+1 (vk < 0 かつ dec(Cnk ) = 0)

(3.8)

という更新を行うことになる。
このように ∆tn を調整しつつ fk;j の更新を管理することで、fk;j 同士の数値を足し引
きすることなく fk;j の数値を fk;j±1 に移動させるだけで移流を表現している。そのため、
風上差分法の課題の一つである数値散逸の発生を未然に防ぐことができている。

3.1.4 Reservoir 法を用いた量子アルゴリズム
x 方向には周期的境界条件を課し、Nx = 2nx 個に区切る。Nv = 2nv も 2冪になるよう
に取る。この時、量子コンピューター内に

|ψ⟩ = |qx⟩ |qv⟩ |qa⟩ (3.9)

を準備する。ただし、|qx⟩ は nx qubits の量子レジスタで、|qv⟩ は nv qubits の量子レジ
スタである。|qa⟩ は ancilla qubits と呼ばれる量子レジスタで、QRAM による振幅エン
コーディングの方法や一般化 Toffoli ゲートの実現方法など細かい部分で必要な大きさが
変わってくる領域となっている。|qx⟩ |qv⟩ には常に fk;j の情報が位相や振幅の大きさなど
何らかの方法で格納されているが、ancilla qubits は Toffoli ゲートの実行中など細かい動
作中を除いて基本的に |0⟩ の状態が保たれる。そのため、これ以降 |qa⟩ は省略する。
|qx⟩ や |qv⟩ には以下のように情報を入れる。例えば、離散化された初期値 f0 k;j が与え

られていて位相に情報を入れるとする。その時、以下の量子状態が初期状態となる。

|ψ0⟩ =
1√
NxNv

Nx−1∑
j=0

Nv−1∑
k=0

exp

[
2πi

f0 k;j
M

]
|j⟩ |k⟩ , M > max

j,k
f0 k;j (3.10)
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|qx⟩

• • • • •
• • • • •

• • • • •

|qv⟩


|qx⟩

• • • • •
• • • • •
• • • • •

|qv⟩

図 3.1: Nx = Nv = 5 の時 k = 26 (左) および k = 7 (右) における移流を表現する量子
回路。

この状態に対して、例えば Nx = Nv = 5 での k = 26, 7 における fk;j の更新が行われ
る時を考える。k = 26 の移流は v26 > 0 なので

f26;j ← f26;j−1 (3.11)

である。対応する量子回路は図 3.1 (左) である。|qx⟩ の部分がインクリメント (図 2.8左)

に対応し、|qv⟩ の部分が |26⟩ = |11010⟩ の場合のみ作動する制御 qubits となっているた
め、合わせて式 (3.11)を表現できている。
同様に k = 7 の移流は v7 < 0 なので

f7;j ← f7;j+1 (3.12)

である。図3.1 (右)が対応し、|qx⟩の部分がデクリメント (図2.8右)で |qv⟩が |7⟩ = |00111⟩
でのみ起動する制御 qubits となっているので式 (3.12)を表現できる。
このように、ある k = k0 での移流を表現する量子回路は、|qv⟩ において |k0⟩ のみに反
応する制御 qubits を持ち、|qx⟩ においては vk0 > 0 の時インクリメント、vk0 < 0 の時デ
クリメントを作用させるような回路になっている。これらの量子回路を QAk と置く。
初期状態 |ψ0⟩ に対し、QAk を適当な順番で並べると Reservoir 法を実行した後の fk;j

と同じものが量子レジスタ |ψ⟩ に格納されている。具体的には、∆tn は fk;j の値とは無
関係に決まる数値なので古典的に事前計算することができる。そこから、各 vk に対して
どの tn で CFL カウンター Ck の小数部分が 0 になるのかを計算できるため、各 tn でど
の vk に対する移流を行うことになるかが fk;j によらずに事前に判明する。よって、tn が
小さい方から順番に、移流する vk に合わせて QAk を量子レジスタ |ψ⟩ にかけていけば
Reservoir 法を量子コンピューター上で再現することができる。
以上の議論から分かるように、∆x 一定の条件下では ∆tn は vk の取り方、すなわち V

と Nv によって決まる量となっている。vk の取り方は式 (3.3)により決定されているため、
tn は以下の集合を昇順で並べたものになる。

{tn|n = 0, 1, 2, · · · } =
{
l
Nv∆x

V (2k + 1)

∣∣∣∣k = 0, 1, · · · , Nv − 1, l = 0, 1, 2, · · ·
}

(3.13)
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Nv Ncycle ∆v Tcycle Ave. ∆t

16 49 1.000 2.0 0.04167

32 213 0.500 4.0 0.01887

64 825 0.250 8.0 0.00971

128 3327 0.125 16.0 0.00481

表 3.1: ∆x = 1 下で V = 8 とした時の Ncycle: １周期に含まれる ∆tn の数、∆v: 離散化
速度の間隔、Tcycle: 1周期の長さ、Ave. ∆t: ∆tn の平均値を各 Nv について計算した値。
なお、Ncycle は ∆x や V によらず、 Nv のみに依存する量である。

このように、∆tn は実際に CFL カウンター Ck を変数に持たなくとも計算できるため、
実装上は顕に Ck を保持する必要はない。
また、∆tn は一定にはならず複雑な変化をするが、周期

Tcycle =
Nv∆x

V
(3.14)

で同じ数値を繰り返す。周期を含む Reservoir 法に関するパラメーターをまとめたのが表
3.1である。Nv = 16 のケースでは 1周期あたりのタイムステップの数 Ncycle は 49 で、
そこから Nv が 2 倍になるたびに Ncycle は約 4 倍になっている。このように、Ncycle は
O(N2

v ) の値を持っている。その一方、Tcycle は式 (3.14)の形をしているため Nv と線形関
係にある。その結果、∆tn の平均値 Ave.∆t = Tcycle/Ncycle は Nv と O(1/Nv) の関係に
ある。

•

|qx⟩|qy⟩

•

|qz⟩

• •|qvx⟩

• •

∣∣qvy〉
• •
• •

|qvz⟩

図 3.2: Nx = Nv = 2 の時 kx = 2, ky = 1, kz = 3 における移流を連続で行う量子回路。

量子レジスタを 3 倍に増やしてそれぞれを x, y, z 座標に割り当てれば x, v が 3 次元の
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ベクトル x,v だった場合でも微分方程式
∂f(x,v; t)

∂t
+ v · ∂f(x,v; t)

∂x
= 0 (3.15)

の数値シミュレーションを行うことができる。この場合でも v の離散化を全ての方向に対
して同じ大きさ ∆v で行えば、tn は 1次元のケースと変わらない。また、QAk は 3次元に
なった影響で整数値 k が整数のベクトル k になる。この時図 3.2のような量子回路を用
意すれば、1次元のケースと同様の tn (式 3.13) を用いることで 3次元における Reservoir

法を量子コンピューター上で実行できる。
式 (3.15) は Vlasov 方程式 (1.6) において力場が F = 0 のケースに対応している。

t = 0 ∼ tsim の間のシミュレーションを終えた後にデータ点全ての座標に対して以下の
変換

(x,v)← (x+
1

2
t2simF ,v + tsimF ) (3.16)

を施すことで、0 でない定数 F を力場として持った Vlasov 方程式のシミュレーション結
果が得られる。

3.2 Methods

本研究では前節で述べた Reservoir 法を用いた量子アルゴリズムを改善し、力場が時間
や空間に依存するケースでもシミュレーションを行うことができるようにした。また、そ
のアルゴリズムをさらに改善し、自己重力系のような力場が速度分布関数 f(x,v; t) に依
存する場合においても計算できるようにした。
これ以降のケースでは、式 (3.16)のような座標変換のみでは力場の計算を済ませること

はできない。そのため、無視できない大きさを持った f(x,v; t) の要素が R3 × [−V, V ]3

を出ないように、V を十分大きく取る必要がある。以下、十分大きな V を取っているこ
とを仮定する。
また、この節でも先に 1次元でシミュレーションアルゴリズムを考える。自己重力系の

シミュレーションを行う量子アルゴリズムまで考えた後、最後に 3次元への拡張を検討
する。

3.2.1 空間依存する力場 F (x) におけるシミュレーション
力場が空間依存するケース F (x) においては、Vlasov 方程式を一次精度風上差分法に

より離散化した結果、式 (3.4)に加え

fn+1
k;j = fnk;j − Fj

∆tn
∆v

fnk;j − fnk−1;j (Fj > 0)

fnk+1;j − fnk;j (Fj < 0)
(3.17)

も必要になる。ただし、Fj は F (x) を空間方向に等間隔で離散化したもので、

∆v =
2V

Nv
(3.18)
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である。
式 (3.17)の使用に伴い、新たな CFL カウンター Dn

j が必要になってくる。Dn
j は Cnk

と同様に ∆tn を決定するためのパラメータであり、

Dn+1
j = Dn

j + Fj
∆tn
∆v

(3.19)

によって更新されていく。これに伴い、∆tn は式 (3.6)から以下の式に変更される。

∆tn = min
j,k

(
[1− dec(Cnk )]

∆x

|vk|
, [1− dec(|Dn

j |)]
∆v

|Fj |

)
(3.20)

すると、どの n においても

(∃k s.t. dec(Cnk ) = 0) または (
∃j s.t. dec(|Dn

j |) = 0
)

(3.21)

が成り立つようになる。これにより、各 n で行う fk;j への更新は

fn+1
k;j =



fnk;j−1 (vk > 0 かつ dec(Cnk ) = 0)

fnk;j+1 (vk < 0 かつ dec(Cnk ) = 0)

fnk−1;j (Fj > 0 かつ dec(|Dn
j |) = 0)

fnk+1;j (Fj < 0 かつ dec(|Dn
j |) = 0)

fk;j (dec(Cnk ) ̸= 0 かつ dec(|Dn
j |) ̸= 0)

(3.22)

となる。ただし、Fj の値は実数値で与えられ、同一の nにおいて dec(Cnk ) = dec(|Dn
j |) = 0

とならないことを仮定している。実際、Fj がある開区間を台とする確率分布関数からラ
ンダムに与えられるとした時、ある n において dec(Cnk ) = dec(|Dn

j |) = 0 が成り立つと
いうのは確率 0 の事象であるため、仮定は妥当である。
以上の工程で空間依存する力場 F (x) 下におけるシミュレーションを行うことができる。
しかし、このままだと ∆tn の計算に力場 F (x) が絡んでより複雑になってしまう。その
ため、先行研究の方法 (式 3.13)では顕に持たずに済んでいた CFL カウンター Cnk を直接
持つ必要が出てきてしまう。また、Cnk は小数部分が 0 になるタイミングがある程度揃っ
ていたため tn の数が 1 周期あたり O(N2

v ) に抑えられていたが、Dn
j は力場がばらつき

のある実数値を取るため tn の数が 1 周期あたり O(Nv(Nv +N3
x)) と増えてしまい、全体

として計算量を大きく増やすことになってしまう。
そこで、∆tn には先行研究の式 (3.13)を用いつつ、CFL カウンター Dn

j まわりの更新
方法を変更することで、Cnk を直接保持する必要がなくなり、tn の数も増えることがない
ので計算量を抑えることができる。具体的には、

NDn
j =


⌊
Dn
j + Fj

∆tn
∆v

⌋
(Fj > 0)

−
⌊∣∣∣Dn

j + Fj
∆tn
∆v

∣∣∣⌋ (Fj ≤ 0)
(3.23)

を計算した後に CFL カウンター Dn
j を以下のように更新し、

Dn+1
j = Dn

j −NDn
j (3.24)
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図 3.3: j = 28 における NDj = 1 に対応する量子回路。

その後
fn+1
k;j = fn(k+NDn

j );j
(3.25)

と fk;j を速度方向に移流させ、最後に空間方向への移流 (式 3.8)を行う。以上の操作を
各タイムステップで繰り返す。ただし、⌊·⌋ は整数部分を取り出す床関数である。以上の
NDn

j を用いる方法は式 (3.22)による更新の方法と比べ、Cnk を直接持つことなく全く同
じ結果を得ることに成功している。
この方法を量子コンピューターに乗せるには、新たな量子回路を考える必要がある。速
度方向の移流では、NDj > 0 の場合には図 3.3のような量子回路を各 j に対して NDj 回
用い、NDj < 0 の場合には図 3.3のインクリメント部分をデクリメントに変更した量子
回路を各 j に対して −NDj 回用いる。空間方向の移流では図 3.1に代表される量子回路
を用いる。古典的に計算した順番で以上の量子回路を量子コンピューター上に並べると、
空間方向のみに依存した力場 F (x) における Vlasov 方程式の時間発展を量子レジスタ内
で計算することができる。

3.2.2 空間および時間依存する力場 F (x, t) におけるシミュレーション
何らかの形で古典的に各時間における力場が得られるとして考える。(e.g. 時間および
空間の簡単に計算できる関数として力場が与えられる。) このケースでは、前小節 3.2.1

において導入した方法のうち Fj を時間依存するように置き換えるだけで無矛盾にシミュ
レーションを進めることができる。

3.2.3 自己重力系におけるシミュレーション
前小節までに考えていた力場 F (x, t) を考えているうちは、Vlasov 方程式は線形であっ
た。また、量子コンピューター内部にある速度分布関数 f(x, v, t) の情報と古典的に移流
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図 3.4: 自己重力系をシミュレーションするアルゴリズムの概要。大きく３つの動作があり、
それらを繰り返すことでシミュレーションを進める。ρ̃(k, t) の入手に関しては、f(x, v, t)
から ρ̃(k, t) を作り出し、それを取り出す操作をするところまでを量子コンピューターが
担当し、情報をまとめて ρ̃(k, t) を格納するところを古典コンピューターが担当している。

を制御する部分は完全に切り離すことができていたため、古典的に前計算を行うだけで
Vlasov 方程式のシミュレーションを行う量子アルゴリズムを構成することができた。
しかし、自己重力系では力場 F (x, t) は速度分布関数 f(x, v, t) に依存する汎函数項と

なっており、Vlasov 方程式 (1.6)は f に関する非線形微分方程式となる。qubit が線形な
変換であるユニタリ変換 (量子ゲート) を通してのみ演算を行うため、非線形な項を含む微
分方程式を量子コンピューターで扱うことは一般に非常に難しい。そこで、今回は非線形
な計算だけは古典計算に押し付けそれ以外は量子計算で行うという、古典量子ハイブリッ
トアルゴリズムの形をとった。
付録 Cで詳細は述べるが、周期的境界条件を x 空間に課す時

ρ(x, t) =

∫
f(x, v, t) dv (3.26)

により定義される数密度のフーリエ係数 ρ̃(k, t) が何らかの手段で得られれば、古典的に
重力を計算することができる。本研究では、古典的な重力計算と量子計算による速度分布
関数 f(x, v, t) の移流を組み合わせることでシミュレーションを実現することに成功した。
図 3.4は本アルゴリズムの概要を示している。大きく分けて 3つの動作が存在し、それら
を繰り返し用いていくことでアルゴリズムは進んでいく。1つ目の動作は量子コンピュー
ター内で行われる f(x, v, t) の移流で、2つ目の動作は古典コンピューター上で行われる速
度分布関数 f(x, v, t) の移流の順番の決定である。これらは、自己重力の情報が古典的に
手に入るなら、前小節の空間および時間に依存する力場 F (x, t) におけるシミュレーショ
ンでの動作と全く変わらない。そのため、以下では 3つ目の動作である ρ̃(k, t) の入手に
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ついてのみ述べる。
量子コンピューター上に宛がわれた f(x, v, t) の情報を ρ̃(k, t) に変換していくには、①

f(x, v, t) の積分による ρ(x, t) の入手、② ρ(x, t) の離散フーリエ変換 の 2つのステップが
必要である。これを古典コンピューター上で行うことはできるが、そのためには f(x, v, t)

の 6次元の情報を毎回取り出す必要が出てきてしまい、計算量が多すぎ現実的ではない。
そこで、2つのステップを両方量子コンピューターで行うことを考える。
まず、以下のように量子状態の振幅に情報を入れていく。

|ψ⟩ = |qx⟩ |qv⟩ =
1

M

Nx−1∑
j=0

Nv−1∑
k=0

fk;j |j⟩ |k⟩ , M2 =

Nx−1∑
j=0

Nv−1∑
k=0

f2k;j (3.27)

さらに、I⊗nx ⊗H⊗nv を掛ける。

I⊗nx ⊗H⊗nv |ψ⟩ =
1√
NvM

Nx−1∑
j=0

Nv−1∑
k=0

Nv−1∑
l=0

(−1)k·lfk;j |j⟩ |l⟩ (3.28)

=
1√
NvM

Nx−1∑
j=0

Nv−1∑
k=0

(
Nv−1∑
l=0

(−1)k·lfl;j

)
|j⟩ |k⟩ (3.29)

ただし、演算子 · は bitwise AND の後に 2進数の各桁の和をとる関数である。(例えば、
14 · 23 は 14 = 01110(2) と 23 = 10111(2) の bitwise AND が 6 = 00110(2) なので、その
バイナリ表記の桁和をとって 2 である。) 最右辺のカッコの内側に注目すると、k = 0 の
場合に

ρj =

Nv−1∑
l=0

fl;j (3.30)

が登場している。この値は fk;j を速度空間におけて周辺化した値であり、ρ(x, t) の近似
値となっている。つまり、ステップ ① の f(x, v, t) の積分を行うことができている。
振幅に情報が入った状態を作り出すことができたので、ステップ ② として QFT (2.3.2)

を用いて ρj を離散フーリエ変換する。

QFT

Nx−1∑
j=0

ρj |j⟩ =
Nx−1∑
k=0

ρ̃k |k⟩ (3.31)

以上の 2ステップにより、量子コンピューター内に ρ̃(k, t) の近似値を作り出すことがで
きた。この ρ̃(k, t) を量子トモグラフィ (2.4)により必要な分だけ取り出すことで古典コン
ピューターに必要な情報を与え、自己重力を計算させることができる。
さらに、重力の計算を行うタイミングを考える。重力の計算を毎タイムステップ tn ご
とに行った場合と O(∆x/V ) ごとに行った場合でシミュレーション結果の精度に変化はな
い。なぜなら、そもそも空間方向の移流を時間刻み (∆x/V ) と同程度の精度で行なって
いるからである。

3.2.4 3次元のシミュレーション
上記のシミュレーション手法は、基本的に数を増やすだけで 1次元から 3次元に拡張で
きる。量子コンピューター内での fk;j の移流は、空間方向の移流はもちろん速度方向の
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移流に関しても 3.1.4で述べたのと同様に拡張すれば良い。CFL カウンター Dj を 3次元
量 Dג に変更すると、移流のタイミングの決定を 3次元のケースにおいて行うことができ
る。最後に、積分に用いた H ゲートを I⊗nx ⊗H⊗nv から I⊗3nx ⊗H⊗3nv に変更し、|qv⟩
にだけかけていた QFT を |qvx⟩ ,

∣∣qvy〉 , |qvz⟩ の 3つにかけるように変更すれば、3次元量
ρ̃k を作り出すことができる。よってこれらを組み合わせれば 3次元の系に対してシミュ
レーションを行うことができる。

3.3 テスト計算
本研究の方法をそのまま量子コンピューターに乗せることは、まだ現実味を帯びていな

い。なぜなら、必要なゲートの数が多すぎて、計算を実行しているうちに結果がノイズに
埋もれてしまうからである。そのため、本研究の方法をノイズのない量子コンピューター
に乗せた場合にどのような結果が得られるのかを古典的に検証したのが本節のテスト計算
の結果である。また、実機を用いた運用をできない以上大きなケースでの計算を行うこと
ができないため、Nx や Nv といったパラメーターは小さな値に設定されている。同様の
理由から 3次元のシミュレーションはサイズが大きくなってしまって実行することが難し
かったため、1次元のシミュレーションを行った。
全ての Reservoir 法のテスト計算は ∆x = 1, V = 8 にて実施した。3.3.4以外では量子

コンピューターから情報を取り出すことに全く制限がないと仮定し、ρ̃(k, t) の情報を全て
用いることができるとして数値計算を行い、3.3.4では取り出す情報を制限したときにど
のような効果が現れるかを議論する。

3.3.1 Free streaming

簡単な移流をきちんと表現できているかを確かめるために、まずは F = 0 で計算を行っ
た。その結果を示したのが図 3.5である。シミュレーションは nx = nv = 6 で行われ、表
3.1における Nv = 64 での Tcycle = 8.0 を 1 cycle として、左上、右上、左下、右下の順に
0,1,2,3 cycle 時点での結果を示している。黒色の領域が fk;j = 0、白色の領域が fk;j = 1

に対応しており、初期状態として与えた「正方形」が時間の経過とともに剪断変形したこ
とがわかる。図は縦軸が速度空間、横軸が位置空間に対応しており、速度の速い上側と下
側は右方向と左方向に素早く移動し、速度の遅い中央部はゆっくりと左右に移動している。
この系のハミルトニアン H = p2/2m は時間に依存しておらず、初期条件は「正方形」

領域内のみに一様に割り振られた分布のため、解析力学の Liouville の定理を考えること
ができる。Liouville の定理によれば、ハミルトニアンから得られる正準方程式に従う運動
(移流) をしながら形を変えつつも、位相空間内の体積を保存しながら時間発展するはずで
ある。図 3.5は位相空間内の体積を保存しながら時間発展する様子を示しており、本方法
が Liouville の定理を破らないシミュレーション手法であることが分かる。
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図 3.5: F = 0, nx = nv = 6 におけるシミュレーション結果。図中の cycle は表 3.1の
Nv = 64 における Tcycle と対応しており、黒色の領域が fk;j = 0、白色の領域が fk;j = 1

に対応している。

3.3.2 Jeans 不安定性の成長モード
次に、自己重力の効果をきちんと計算できているかを確かめるために、自己重力系にお

ける定常状態からの摂動の揺らぎを計算した。まず、Vlasov 方程式に関し、自己重力系
において Maxwell 分布と呼ばれる以下の定常状態が知られている。

fM(x, v) =
ρref√
2πσ2

exp

(
− v2

2σ2

)
(3.32)

ただし、ρref は全体の平均密度を決めるパラメーターで、σ は fM(x, v) がどの程度大きな
速度まで値を持つかを決めるパラメーターである。この Maxwell 分布に対して、以下の
ように摂動を加えたものを初期条件として与える。

f0(x, v) = fM(x, v)(1 +A cos kx) (3.33)

A の大きさは 1より小さくなるように取り、k は f0(x, v) が x に関して周期的境界条件
を守るように取る。
以上の初期条件 f0(x, v) の設定に登場したパラメーターによって、摂動が大きく成長ま
たは減衰していく。その様子を決定付ける Jeans 波数と呼ばれるパラメーター kJ があり、
以下で定義される。

kJ =

√
4πGρref
σ

(3.34)
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図 3.6: 自己重力系において Maxwell 分布に成長モードの摂動を加え、その時間発展を本
アルゴリズムで追った結果。nx = nv = 6, k/kJ = 0.5, σ = 1, k = 4π/Nx でシミュレー
ションは行った。

この Jeans 波数 kJ が摂動の波数 k と比べて大きいときは摂動が成長し、小さいときは摂
動が減衰することが解析的な計算からわかる (付録 D参照)。例えば、揺らぎの成長を見
たいときに k/kJ = 0.5 と設定したとすると、初期条件である ρref , σ, k は

√
4πGρref
σ

= 2kσ (3.35)

という関係が成り立つように設定する必要がある。
まず、この k/kJ = 0.5 という条件下で摂動を成長させるよう設定した結果が図 3.6で

ある。この図は nx = nv = 6, k/kJ = 0.5, σ = 1, k = 4π/Nx で行われたシミュレーション
であり、関係式 (3.35)から ρref ≃ 0.01839 である。また、重力の計算を行う関係上、位相
空間内の微小領域における速度分布関数 f(x, v, t) の総量が正しいことが求められる。そ
のため、初期条件 f0(x, v) は以下のように離散化した。

f0 k;j =
ρref

2
√
2πσ2

(
exp

[
−(vk −∆v/2)2

2σ2

]
+ exp

[
−(vk +∆v/2)2

2σ2

])
(3.36)

この計算には高精度な古典計算の例があり、文献 [63]の Figure 6 に掲載されている。
図 3.6と高精度計算の結果は共に重力によって密度の大きな部分に集まっていき、揺らぎ
が大きくなっていく同様の過程を辿っており、本シミュレーション結果がうまく計算を進
められていることが窺える。
以上の結果を解析的に調べるために、密度の揺らぎ δ(x, t) = ρ(x, t) − ρref のフーリエ
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図 3.7: 実線：図 3.6のシミュレーションと同じセッティングのシミュレーションでの、密
度の揺らぎの第 2フーリエ成分 A2(t) を A2(0) で規格化したもの。破線：図 3.6のセッ
ティングにおける線形成長部分の成長率 γ を計算し、exp[γt] を描いたもの。

成分 Ak(t) に注目する。

δ(x, t) =
∑
k≥0

Ak(t) exp

(
ik

2π

Nx
x

)
(3.37)

この量の線形成長部分において、成長率 γ を解析的に計算することができる (付録 D参
照)。図 3.6のシミュレーションでは k の値を空間方向に対して 2 回並進対称になるよう
設定したため、Ak(t) の値のうち A2(t) が最も顕著な結果となることが予想される。そこ
で、図 3.6のシミュレーションの A2(t)/A2(0) を成長率の解析解とともに表示したものが
図 3.7である。シミュレーション結果の密度揺らぎのフーリエ成分 (実線) は t = 0s から
t = 3.5s 付近まで減衰するものの、そこから t = 13s 付近まで線形成長を行い、その後は
非線形効果により複雑な挙動を示す。確かに線形成長部分は解析解 (破線) と同じ速度で
成長しており、正しく自己重力を本アルゴリズムでシミュレーションできていることが分
かる。
ところで、最初から A2(t) が成長しないのには 2つの理由がある。1つ目の理由は、成
長モードだけでなく減衰モードも含まれるからである (付録 D参照)。これはシミュレー
ション手法によらず見られるものであり、問題はない。2つ目の理由は、力場の効果が反
映されるまでにタイムラグがあるからである。これは本アルゴリズム特有の問題である。
具体的には、シミュレーションスタートから CFL カウンター Dj が ±1 に到達するまで
は力場の影響は一切シミュレーションに反映されない。そのため、移流のみが進んだこと
で過度に phase mixing が進み A2(t) が減衰してしまったのである。詳細は 3.3.3 で述べ
るが、この問題は Nv を大きく取ることで解決される。

3.3.3 Jeans 不安定性の減衰モード
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図 3.8: 自己重力系において Maxwell 分布に減衰モードの摂動を加え、その時間発展を本
アルゴリズムで追った結果。nx = 6, k/kJ = 1.5, σ = 1, k = 4π/Nx で、nv = 6 (左図)、
nv = 11 (右図) でシミュレーションは行った。ただし、左右どちらの図も左上、右上、左
下、右下の順にスタートから 0,8,18,24 s 経過後の状態を表している。
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図 3.9: 実線：図 3.8のシミュレーションと同じセッティングで、nv = 6 (左上図) nv = 11

(右上図) nv = 12 (左下図) nv = 13 (右下図) における密度揺らぎの第 2フーリエ成分
A2(t)の時間発展を追ったもの。破線：線形成長部分の成長率 γ の解析解に基づき、exp[γt]
を描いたもの。

次に、摂動を減衰させるよう設定した結果が図 3.8である。k/kJ = 1.5, σ = 1, k = 4π/Nx

と初期条件のパラメーターを設定し、空間方向の解像度は nx = 6、速度方向の解像度は
左図が nv = 6 で右図が nv = 11 である。以上の設定と式 (3.35)から、ρref ≃ 0.002043

でシミュレーションを行った。これも成長を追った場合と同様に高精度な古典計算の例が
ある (文献 [63]の Figure 7 参照)。双方 phase mixing が進んでいるためうまく計算が進
められていると推測できる。
一方、密度揺らぎのフーリエ成分 A2(t) の時間発展を追ったものが図 3.9である。左上、

右上の図が図 3.8の左右のシミュレーションに対応しており、実線が本シミュレーションの
結果で、破線が成長率 γ の解析解 (付録D参照) を eγt という形で描いたものである。こ
のように A2(t) の時間発展を追うことで、fk;j の大きさを見るだけではわからなかった速
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度方向の解像度による違いが出てきている。また、左下、右下の図はそれぞれ nv = 12, 13

とした場合のシミュレーションに対応している。線形減衰部分の減衰する速度を解析解と
比較すると、nv = 11, 12, 13 については正しく計算できているものの、nv = 6 の方は明
らかに失敗していることがわかる。線形減衰部分の先の部分にも注目すると、線形減衰を
正しく計算できていた nv = 11, 12, 13 の間でも異なる結果が得られていることがわかる。
これらの線形減衰部分とそうでない部分での計算結果のずれは、実は性質の異なるもので
ある。というのも、この計算を nv = 6 で重力が存在しないとした F = 0 のシミュレー
ションでも図 3.9左上図と全く同じ結果が得られる。つまり、nv = 6 では自己重力系をシ
ミュレーションすることに失敗し、ただ free streaming を行っていたため自己重力による
線形減衰を行っていなかったということである。一方線形減衰を終えた後のずれに関して
は、線形減衰を追うことができていたことから重力は計算に盛り込まれているものの、非
線形領域を追うためにはまだ解像度が足りなかったということである。以下、前者の重力
が全くシミュレーションに反映されないという本シミュレーション特有の状況がどのよう
なケースで発生するのかを見ていく。
系の典型的な力場の大きさを Fs とする。Reservoir 法において力場がシミュレーショ

ンに反映されるには、「それなりの頻度」で速度方向の移流が行われなければならない。こ
れは言い換えると、CFL カウンター Dj が「それなりの頻度」で ±1 に到達する必要があ
るということである。Reservoir 法の元になった方法である風上差分においてはあるセル
に注目した時の空間方向と速度方向の値の更新頻度は等しいので、「それなりの頻度」と
いうのは速度方向の更新の回数が空間方向の更新の回数と釣り合うくらいの頻度と設定で
きる。速度方向の更新の回数は式 (3.19)より、1周期 Tcycle = Nv∆x/V あたり

O

(
Fs
∆v
× Tcycle

)
= O

(
FsN

2
v∆x

V 2

)
(3.38)

である。空間方向の更新の回数 O(Nv) と比較し、

Nv ≥ O
(

V 2

Fs∆x

)
(3.39)

という結果に至る。

3.3.4 情報の引き出しの効率
情報の取り出しに関して、以下の 2点がどの程度シミュレーションに影響を与えるのか

を Jeans 不安定性の数値実験を通して見ていく。

1○ 量子コンピューターから古典コンピューターへ情報を取り出す際の ρ̃(k, t) の情報
(式 3.31)への制限は、シミュレーションの精度をどの程度保つことができるのか。

2○ 式 (3.30)は |qv⟩ の中の |0⟩ のみに注目しているが、|0⟩ 以外の成分はどの程度情報
の取り出しの速度に影響を与えるのか。

まずは①について、情報を取り出す割合を変えて成長モードの時間発展を追ったもの
が図 3.10であり、重力計算の際に式 (3.31)の ρ̃k を低次の成分に絞って利用したものに
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図 3.10: 図 3.6と同じパラメーターで、重力計算の際に使う情報を制限したもの。緑、黄、
青、橙の順に、64− 1 個の意味のある情報のうち 2,4,8,63 個を取り出した場合に A2 がど
のような時間発展をするかを追ったもの。赤線は線形成長部分の成長率の解析解 γ を eγt

の形で描いたもの。青、橙線はほぼ重なってしまっている。
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なっている。利用したポアソンソルバー (付録 C参照)では ρ̃0 の情報は利用しない。ま
た、ρ̃k のうち k = 1, · · · , Nx/2 はそのままフーリエ級数の k 項目の係数の近似値に対
応しているが、k = Nx/2, · · · , Nx − 1 についてはフーリエ級数の k = −Nx/2, · · · ,−1
項目の係数の近似値に対応している。よって、低次の項 a 個を使うとした場合は k =

1, · · · , a/2, Nx− a/2, · · · , Nx− 1 について利用し、それ以外の項は ρ̃k = 0 として重力を
計算した。本シミュレーションでは cos 型の摂動を与えており、ρ̃k と ρ̃−k = ρ̃Nx−k は同
じオーダーの大きさを持つことが考えられる。そのため、a が奇数の場合は考えず、偶数
の場合のみを計算した。
図 3.10について、緑線 (a = 2)には線形成長部分が存在せず、これは十分に重力をシ

ミュレーションで捕捉できているとは考えられない。一方、黄線 (a = 4)、青線 (a = 8)は
線形成長部分での成長率が線形成長率の解析解を記した赤線と等しい。また、その後の非
線形領域まで含めても、黄線は少しズレてるものの青線は橙線 (a = 63, 全ての情報を使っ
たケース)とぴったり一致しており、この時間の範囲内であれば低次の項 8つがあれば十
分に解析を進めることができる。この黄線のズレは何に起因するのかというと、3次以上
のモードによる変化を a = 4 では拾えていないことに起因している。しかし、黄線が線形
成長部分の時間発展をは追うことができているのは、a = 4 では最低限 2次のモードを追
うことができているからである。すなわち、a の値は a/2 次のモードまでは確実に追うこ
とができるということを保証している。
②について、図3.6のシミュレーションの初期状態に相当する量子状態に対し、I⊗nx⊗H⊗nv

をかけた状態を考える。すると、量子状態の各振幅は図 3.11のようになる。これを見る
と、大きな値をもつ振幅は 64 個ある |qv⟩ のうち 4 つのみであり、明らかに大きな値を持
つ振幅の数が抑えられていることがわかる。つまり、その後の QFT の後の取り出しの回
数が精々定数倍増えるだけで、レジスタ |qx⟩ |qv⟩ が |0⟩ |0⟩ の振幅を取り出すことができ
るということである。
基本的に、ここでの定数倍が Nx や Nv の大きさによって変わることはない。例えば、

2つの量子レジスタを考え、それらを ′ のあるなしで区別する。ある Nx と Nv に対して
fk;j を考えそれらを |j⟩ |k⟩ に入れ、空間速度両方に対してセル数を 2倍にした f ′k′;j′ を考
えそれらを |j′⟩ |k′⟩ に入れ、

f ′k′;j′ = f⌊k′/2⌋;⌊j′/2⌋, (j′ = 0, 1, · · · , 2Nx − 1, k′ = 0, 1, · · · , 2Nv − 1) (3.40)

これらが H ゲート通過後にどのような振幅を持っているかを考える。式 (3.29)の大きな
括弧内の値に注目すると、f ′ を考えた時 k′ が奇数の場合の振幅は 0 となっている。それ
以外の k′ が偶数の場合は、|j′⟩ |k′⟩ の振幅は |⌊j′/2⌋⟩ |⌊k′/2⌋⟩ の振幅の 1/

√
2 倍と等しい

ため、結果的に定数倍が変わっていないことがわかる。また、現実には解像度を上げると
細かい構造が見えてくることもあるが、細かい構造は基本的に大きな構造に比べて速度分
布関数の変化量が少ない。そのため、定数倍を大きく変えることはない。
上記の①および②より、本シミュレーションにおいてあらかじめ考えたい最高次数の
モードが決まっていれば、それにあわせて取り出す qubit 数を制限することで効率的にシ
ミュレーションを進めることができることが分かった。
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図 3.11: 図 3.6のシミュレーションの初期状態に相当する量子状態に対し、I⊗nx ⊗H⊗nv

をかけた状態を表した図。図内は 64 × 64 に区切られており、左から j 番目、下から k

番目のセルの色は |qx⟩ |qv⟩ というレジスタの |j⟩ |k⟩ に対する振幅の大きさを表している。
(振幅は本来複素数値であるが、考えている量子状態には実数値の振幅しか登場しないた
めカラーバーによる表記が可能になっている。)
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3.4 計算量
量子計算に対する時間計算量に関しては、一番 2 qubitsゲートがかかる回数が多い qubit

に注目し、そのゲート数を考えることとする。なお一般化 Toffoli ゲートに関しては、制
御 qubit の数が n 個のものは 2 qubits ゲート O(n) 個分として扱う [49]。d+ d 次元の位
相空間を扱うことを考え、シミュレーション内の時間は周期を繰り返した回数 Ncycle もし
くはその定数倍 Nt = Ncycle/Nv で表す。Nv は、1セルに注目した時に空間方向の移流が
1周期中に起こる回数の平均とオーダー記法の範囲内で一致しているため、Nt は 1セルあ
たり空間方向の移流が行われた平均的な回数とオーダー記法の範囲で一致する。また、平
均的な力場の大きさは Fs で表す。
まず、空間および時間依存する力場におけるケースを考える。このケースの古典的な動
作は、CFL カウンター Dj や力場 Fj の扱いが一番重い。そしてそれらは全体を通して
O(Nd

xNt) の時間計算量を要する。同様に、初期条件を除いて必要とする古典的なメモリ
は、力場のデータを保持しておきたいため O(Nd

xNt) となる。力場のデータを保持する必
要がない場合は O(Nd

x )だけで済む。一方量子的な動作は、インクリメントやデクリメント
を行うだけである。空間方向の移流を行うものの数は O(N2

vNcycle) であり、速度方向の移
流を行う回数は式 (3.38)より合計 O((FsN

2
v∆x/V

2)Nd
xNcycle) 回使われると考えられる。

ただし実際には、一回のタイムステップで複数回 (R 回とする) の速度方向の移流が行われ
る場合、インクリメントおよびデクリメントの末尾から一般化 Toffoli ゲートを削除してい
くことで添え字の移動する大きさを倍々に変化させていくことができる (2.3.1参照) ため、
インクリメントおよびデクリメントの使用回数を logR 回に抑えることができる。つまり、
速度方向の移流を行う回数は O(min(Nv(log

(
FsNv∆x/V

2
)
+ 1), FsN

2
v∆x/V

2)Nd
xNcycle)

回に抑えることができる。インクリメントおよびデクリメントは制御 qubit O(nx + nv)

個の一般化 Toffoli ゲートが nx または nv 個並んでできたものなので、量子的な時間計算
量は

O

(
(nx + nv)

(
nxN

2
v + nvmin

(
Nv

(
log

(
FsNv∆x

V 2

)
+ 1

)
,
FsN

2
v∆x

V 2

)
Nd
x

)
Ncycle

)
(3.41)

となる1。量子コンピューター内で使う領域は O(nx + nv) qubits である。
さらに、自己重力系で前述の話がどこまで変わるのかを見ていく。まず空間計算量につ

いて、必要な qubit 数は一切変わらず、古典メモリ使用量については Fj を記憶していか
なければならないため力場のデータを保持するケースと一致する。時間計算量について、
まずは古典の部分について重力の計算が加わる。重力の計算は iFFT でポテンシャルを得
る計算が一番重いため、O(Nd

xNt) から O(nxN
d
xNt) に変化する。量子の部分については、

まず H ゲートと QFT が加わる。これらの計算量は前述の計算量を超えないため無視す
る。次に、重力の計算のために使用する ρ̃ をどの a 次まで考えるとする。これらは量子
トモグラフィで取り出すため、O(a2d) 回の量子計算の実行が重力計算のたびに必要にな
る。取り出しによって量子状態が毎回作り直しになることも考えると、量子の部分での計

1Nx と Nv に関する時間計算量の非対称性は、CFL カウンター Dj が d 次元量なのに対して、CFL カ
ウンター Ck が 1次元の量になることに起因している。というのも、Fj は x 空間内全ての点で異なる値を
取りうる連続量だが、vk は全ての方向に対して同じ方法で離散化された量であり、各方向について分けて考
える必要がないからである。
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算量は

O

(
(nx + nv)

(
nxN

2
v + nvmin

(
Nv

(
log

(
FsNv∆x

V 2

)
+ 1

)
,
FsN

2
v∆x

V 2

)
Nd
x

)
NcycleNta

2d

)
(3.42)

となる。Nv が十分大きい場合であっても量子の部分の方が大きな計算量になっているこ
とから、量子コンピューターの性能が良くなっていくことでこのアルゴリズムの性能は上
がっていくことがわかる。
古典コンピューターのみを利用したシミュレーションでは、空間計算量 O(Nd

xN
d
v )、時

間計算量 O(Nd
xN

d
vNt) である。これに比べ量子コンピューターも用いた本方法は、空間

計算量は O(Nd
v ) だけ落ちており、時間計算量は時間について 2乗になってしまうものの

d = 3 のケースで対数項を無視すれば、Nx および Nv に関して O(N3
v ) 落ちていることに

なる。
また、量子計算を並行して行うことができればさらに計算量を落とすことが可能であ
る。例えば O(a2d) 回の量子計算は完全に独立であるし、初期状態から毎回やり直さずと
も並行計算で直前の状態を作っておけばいいのでその部分も並行計算による恩恵を受ける
ことができる。これにより、自己重力系であっても空間および時間依存する力場における
シミュレーションと同じ時間計算量で実施することができる。
量子コンピューターのハードウェア開発においては、ノイズのない大規模な qubit 数
を持った量子コンピューターが最終目標とされている。このようなマシンが台頭してくれ
ば、本シミュレーションアルゴリズムによる大規模な Vlasov 方程式の計算が現実的なも
のとして頭角を表してくると考えている。
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第4章 Boltzmann 方程式の実装

今までの研究では衝突のない Vlasov方程式のみを考えていたが、衝突のある Boltzmann

方程式を考えることでさらにシミュレーションできる系の幅が広がる。現在 Boltzmann

方程式の直接シミュレーションは必要な計算量が大きくあまり実用的なシミュレーション
は行われていない。しかし、新たに速度の速いアルゴリズムを考えることで、今後様々な
シーンで応用のきくシミュレーションアルゴリズムとなることが期待される。

4.1 直接シミュレーションの例
直接シミュレーション法のなかで最も高速化の可能性が高いと考えている方法にスペク

トル法がある。このスペクトル法は既に高速化の例がある。スペクトル法で速度のフーリ
エ空間において登場する特殊な畳み込み計算を、座標変換を用いて必要性の低い情報を遮
断しながら畳み込み計算に変換するという方法である [18]。以下、まずはスペクトル法と
その高速化の例についてまずは述べる。

4.1.1 スペクトル法
速度方向のメッシュ数を Nv、フーリエ変換を˜で表すとする。衝突項 C[f ] をフーリエ

空間に持っていくと

C̃k =
1

(2L)3

∫
C[f ]e−i

π
L
k·vdv ≈

Nv
2

−1∑
l,m=−Nv

2
l+m=k

G(l,m)f̃lf̃m (4.1)

が得られる。ただし、フーリエ変換は離散フーリエ変換により近似し、l,m, kは {−Nv
2 ,−

Nv
2 +

1, · · · , Nv
2 − 1}3 の要素で、G(l,m) = G(l,m)−G(m,m) は

G(l,m) =

∫
BR

∫
S2

|g| dσ
dΩ

(
|g|, ω · g

|g|

)
exp

[
−iπ(l +m)

2L
· g + i

|g|π(l −m)

2L
· ω
]
dΩ dg

(4.2)

により近似的に得られる。この時、g の積分は半径 R の球 BR 内について行うとして近
似し、R と L については S = inf{S > 0 | Suppv(f) ⊂ BS} を用いて R = 2S および
L ≥ (3 +

√
2)S/2 として定義される。f の台については多くの場合 R3 となってしまうた

め、f の値が近似的に 0 と同一視できる領域は含まないこととする。
以上により、前計算 (4.2) および重みつき畳み込み計算 (4.1) と C̃k の逆フーリエ変換

により衝突項 C[f ] は計算することができる。式 (4.2)の Ω 積分の評価点数を NΩ、g の
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半径方向の積分の評価点数を Ng とすると、前計算には O(N6
vNgN

2
Ω) の計算量が必要に

なる。前計算以外では、一番重い計算は重みつき畳み込み計算なので、衝突項の評価が必
要な時に毎回 O(N6

v ) の計算が空間セル 1つにつき必要になる。また、常に G(l,m) を保
持し続ける必要があるため、O(N6

v ) のメモリを圧迫し続けることになる。
前計算に限ってはモデルごとに計算量を落とすことが可能である。例えば Variable Hard

Sphere (VHS) モデル [6]の場合

|v| dσ
dΩ

= bγ |v|γ , bγ > 0, 0 ≤ γ ≤ 1 (4.3)

となるが、この時式 (4.2)は

G(l,m) = 16π2bγ

∫ R

0
rγ+2 Sinc

(
πr|l +m|

2L

)
Sinc

(
πr|l −m|

2L

)
dr (4.4)

と書くことができ、この計算は各 l,m に対して O(Ng) の計算になっている。このよう
に事前に解析的な積分を進めておくことで、実際に計算機にかかる負担を減らすことがで
きる。

4.1.2 先行研究における高速スペクトル法
以下、[18]において示されているスペクトル法の改善案を高速スペクトル法と称し紹介

する。
上記の G(l,m) を

G(l,m) =

∫ R

0

∫
S2

F (l +m, r,ω) exp

[
i
πrl

2L
· ω − iπrm

2L
· ω
]
dΩ dr (4.5)

F (l +m, r,ω) = r2
∫
S2

r
dσ

dΩ
(r,ω · ĝ) e−i

πr(l+m)
2L

·ĝ dĝ (4.6)

と変形する。これを Lebedev 求積法 [28]など球面上の積分の求積法を用いることで、

G(l,m) ≈
∑
r,θ,ϕ

wr wθ wϕ sin θ F (l +m, r,ω) exp

[
i
πrl

2L
· ω − iπrm

2L
· ω
]

(4.7)

という近似を得る。これにより、C̃k の新たな表記として

C̃k = C̃+
k − C̃

−
k (4.8)

C̃+
k ≈

∑
r,θ,ϕ

wr wθ wϕ sin θ F (l +m, r,ω)

Nv
2

−1∑
l,m=−Nv

2
l+m=k

[
ei

πrl
2L

·ωf̃l

] [
e−i

πrm
2L

·ωf̃m

]
(4.9)

C̃−
k =

Nv
2

−1∑
l,m=−Nv

2
l+m=k

G(m,m)f̃lf̃m (4.10)
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を得る。
式 (4.9),(4.10) より、前計算できるのは F (k, r,ω) と G(m,m) である。F (k, r,ω) の計
算には O(N3

vNgN
2
Ω)、G(m,m) の計算には O(N3

vNgNΩ) の計算量が必要になる。よって
全体として、前計算の計算量は O(N3

v ) だけ落ちていることになる。
前計算以外の部分の計算に関しては、C̃−

k がただの畳み込み演算なのでフーリエ空間を
経由することで O(N3

v logNv) に計算量を抑えられる。一方 C̃+
k は、同様に畳み込み部分

をフーリエ空間を経由して計算したとしても O(NΩNgN
3
v logNv) の計算量となるため、一

見スペクトル法の O(N6
v ) から悪化したように見える。ところが、実際には NΩ ≪ N2

v と
しても十分に高い精度でシミュレーションを進めることができることがわかっているため
[18]、結果として衝突項評価の際に必要な計算量は O(N3

v /(NΩNg logNv)) 落ちたと言え
る。また、必要なメモリ容量も O(NΩNgN

3
v ) とスペクトル法の O(N6

v ) から減っている。
高速スペクトル法もモデルを選択することで解析的に前計算の積分を進めることができ
る場合がある。例えば VHS モデルの場合には

F (k, r) = 4πbγ r
γ+2 Sinc

(
πr|k|
2L

)
(4.11)

G(m,m) = 16π2bγ

∫ R

0
rγ+2 Sinc

(
πr|m|
L

)
dr (4.12)

となるため、全部で O(NgN
3
v ) の計算量で前計算が終了する。

4.2 高速化の方針
全ての速度分布関数 f(x,v, t) および微分断面積 dσ/dΩ に対して素早く作動するよう
なアルゴリズムを考えるのはおそらく不可能である。これは上記の高速スペクトル法も同
じで、論文内で言及されてはいないが、例えば角度方向に対して細かく複雑な変化をする
ような微分断面積 dσ/dΩ を考えると、NΩ は十分に大きくとらなければ精度が出ずこの
アルゴリズムは不向きということになってしまう。逆に、VHS モデルのように速度方向
に依存しない微分断面積 dσ/dΩ の場合には NΩ が小さくて済む (1で十分) ので、高速ス
ペクトル法が適している。
高速スペクトル法は、直交座標から 3次元極座標に座標変換することにより高速化を
図った。具体的には、式 (4.1)の最右辺の特殊な畳み込みを複数の畳み込み演算に分解し
FFT による加速を実現できる形に変更した。これは一般化すると、

G(l,m) ≈
Np∑
p=1

αp(l +m)βp(l) γp(m) (4.13)

と変形できる時に C̃+
k の計算を

C̃+
k ≈

Np∑
p=1

αp(k)

N
2
−1∑

l,m=−Nv
2

l+m=k

(
βp(l)f̃l

)(
γp(m)f̃m

)
(4.14)
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としていることに他ならない。まず、C̃−
k の計算はただの畳み込みなので FFT を用いて

素早く計算でき、問題にならない。残った C̃+
k は上記の変形を通して Np 個の畳み込み計

算に変形できており、空間 1セルあたり O(NpN
3
v logNv) で衝突項の計算を行うことがで

きる。この計算量が通常のスペクトル法における O(N6
v ) よりも小さい場合に、高速化が

見込まれることとなる。高速スペクトル法においては Np = NΩNg であり、NΩ を十分に
小さく取ることのできるという仮定 NΩ ≪ N2

v のもと高速化が成り立っている。
この一般化を元に、新たに高速に動作するアルゴリズムを得られる可能性がある。例え

ば、G(l,m)を N3
v ×N3

v のサイズの行列だとみなし低ランク近似を用いることで、式 (4.13)

の形に分解することができる。{Z/NvZ}3 と Z/N3
vZ を繋ぐ全単射 φ を用いて l,m を 0

から N3
v − 1 まである 1次元量とみなす。すると、G(l,m) は N3

v × N3
v の行列とみなす

ことができるようになり、これを G で表す。G は行列なので N3
v ×N3

v の直交行列 U, V

および非負の対角行列 Σ により特異値分解 (付録 E参照)

G = UΣV † (4.15)

することができる。ただし、Σ0,0 ≥ Σ1,1 ≥ · · · ≥ ΣN3
v−1,N3

v−1 となるように特異値分解を
行う。行列 M の i 列目の縦ベクトルを Mi で表すと、

G =
R∑
p=0

Σp,p Up V
†
p , R = N3

v − 1 (4.16)

と変形できる。これは先ほどの一般化において

αp = Σp,p, βp(l) = Ul,p, γp(m) = Vm,p (4.17)

と置くことに対応している。式 (4.16)において R は G のランクに対応しており、この R

を小さく取ることは低ランク近似と呼ばれる近似に対応する。低ランク近似は画像データ
に対してよく用いられる手法であり、一般に行列で表すことのできる量に対する強力な近
似の手法である。低ランク近似が機能し、

G ≈
R∑
p=0

Σp,p Up V
†
p , R≪ N3

v − 1 (4.18)

とできる場合に、この方法は上記の高速スペクトル法と同等もしくはより高い性能を発揮
することが期待される。これから、この方法の性能のテストおよび、新たな方法の模索を
していきたいと考えている。
さらに、これらの方法は将来的に量子コンピューターと結びつけることでさらに高速化
できる可能性を秘めている。3では Vlasov方程式の移流部分を量子コンピューターによっ
て高速化したが、Boltzmann 方程式において移流部分は律速段階ではない。そこで、移流
部分および重力の計算を古典計算で行い、衝突項を量子計算で行うことを考える。衝突項
は 6 次元の量なので量子計算も最速で 6 次元の計算にはなるが、もしその速度で計算を
行うことができれば上記のスペクトル法、高速スペクトル法よりも十分に早くなっている
ということができる。例えば、式 (4.1)最右辺について、一見 f̃ について線形ではない式
に見えるが、f̃l と f̃m を別のものとみなせば、G(l,m) と f̃l と f̃m という 3つの要素に
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対して線形になる。線形な式ということは量子計算と相性が良く、QRAM などによって
G を入力する準備を整えておき、情報の持ち方や掛け算や和の仕方などに工夫を凝らせば
十分に計算方法が見つかる可能性があると考えている。また、衝突項は 3 次元の量を受け
取って 3 次元の量を返す関数が 3 次元分集まっているとも見ることができる。これは並
列処理に向いているということを意味している。大量の量子コンピューターがあれば、古
典計算をスーパーコンピューターなどに並列処理させ、衝突項計算だけを量子コンピュー
ターに計算させるような形で並列処理を進めることができる。最終的にはこのような古典
量子ハイブリッドの Boltzmann 方程式ソルバーを開発したいと考えている。

53



第5章 結論

古典コンピューターのみでは、Vlasov 方程式の時間発展を追うために 6 次元の計算が
必要となる。これを本研究では、量子コンピューターを用いることで 3 次元の計算にまで
落とすことに成功した。
宇宙分野では自己重力系の Vlasov 方程式が非常に重要な存在として語られるが、その

非線形性は量子コンピューターの線形性と相性が悪く、今まで量子コンピューターを用い
た高速化は研究されてこなかった。そこで本研究では古典量子ハイブリッドの形式をとり、
非線形領域を古典コンピューター、線形領域を量子コンピューターで処理することで自己
重力系のシミュレーションを可能にした。具体的には、1.シミュレーション自体は量子コ
ンピューターで行い、2.シミュレーションの制御および 3.重力の計算を古典コンピュー
ターで行うという分業を図った。

1. シミュレーション自体には Reservoir 法と呼ばれる方法を採用し、その量子コン
ピューターによる実装の先行研究 [55]から、インクリメントおよびデクリメントの
量子回路を移流を表現するピースとして利用するというアイデアを採用した。

2. ピースである量子回路を並べる順番を制御するために、CFL カウンターと呼ばれる
変数を古典的に採用した。

3. 重力の計算を古典コンピューターで行うにはその情報を量子コンピューターから取
り出す必要がある。そのため振幅に入った速度分布関数の情報を H ゲートにより
足し合わせ、QFT により密度のフーリエ変換を入手し、その低次の項のみを取り出
すこととした。

重力の計算自体は線形な計算であるが、量子コンピューターから取り出す情報をなるべく
少なく抑えるために古典計算に割り振ることとなった。
量子コンピューターから取り出す情報は密度のフーリエ変換となるが、その内低次の項

のみを選んで取り出すこととなる。この時より高次の項まで取り出そうとするとそれだけ
シミュレーションが遅くなるというトレードオフが存在する。そのため、ユーザーはあら
かじめシミュレーションによって観察したい対象のサイズを具体的に把握し、そのサイズ
に合わせて何次の項まで取り出すのかを考えておく必要がある。
また、いくつかのテスト計算も行った。量子コンピューターの実機はまだノイズが多く

本アルゴリズムの使用には適さないため、古典コンピューターで同様の動作をシミュレー
トし、64× 64 の小さなケースで Free streaming の確認および Jeans 不安定性を見る数値
実験を行った。これらにより、移流を正しく表現できるだけでなく重力もきちんとシミュ
レーションできていることが分かった。その一方、速度方向の解像度は他のパラメーター
から決まるある水準以上に細かく設定しなければならず、粗い場合は重力が反映されずに
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移流するだけの結果となることも分かった。さらにテスト計算に用いた速度分布関数の一
例を用いて、H ゲートをかけた後の状態の振幅がどの程度偏っているのかを調べた。その
結果、64個の基底状態のうち欲しい情報である密度の入ったものを含め 4つの基底状態が
支配的であったため、情報の取り出しに大きく支障をきたさないことが分かった。
今後の展望として、これまで衝突項のない Vlasov 方程式のシミュレーションを量子コ

ンピューターにより加速してきたが、最終的には衝突項のある Boltzmann 方程式のシミュ
レーションを加速することが目標である。Boltzmann 方程式は衝突項の計算が 9 次元の
計算となっており、Vlasov 方程式のシミュレーションと比べても非常に重い計算コスト
を誇っている。古典コンピューターのみを用いた方法であれば、低ランク近似を用いるな
ど既存のスペクトル法をさまざまな状況に特化させることで擬似的に計算量を落とすよう
な改善を施すということが考えられる。一方量子コンピューターを用いる方法であれば、
衝突項は離散化した時にある捉え方をすると線形な式になっており、その式を利用するこ
とで量子計算に乗せ、計算量を大きく落とすことのできる可能性がある。このように、今
後は古典と量子の双方から衝突項計算の計算コストを削っていきたいと考えている。
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付 録A 古典的な論理ゲート

古典的な論理ゲートは 1つまたは複数の真偽値に対して行われる演算のことである。こ
こでは真偽値は 0 と 1 で表す。論理ゲートにはたくさんの種類があるが、そのうち重要
なものについていくつか紹介する。

A.1 NOT

入力 出力
0 1

1 0

表 A.1: NOT ゲートを表す真偽値表。

NOT ゲートは 1 bit の入力に対して真偽値を反転させる演算である (表A.1)。

A.2 AND

入力 出力
0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

表 A.2: AND ゲートを表す真偽値表。

AND ゲートは 2 bits の入力に対して両方が 1 の時のみ 1 を返し、そうでない場合に
は 0 を返す演算である (表A.2)。

A.3 OR

OR ゲートは 2 bits の入力に対して両方が 0 の時のみ 0 を返し、そうでない場合には
1 を返す演算である (表A.3)。
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入力 出力
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

表 A.3: OR ゲートを表す真偽値表。

入力 出力
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

表 A.4: XOR ゲートを表す真偽値表。

A.4 XOR

XOR ゲートは 2 bits の入力に対して 2 つの入力が異なる時に 1 を返し、同じときに
0 を返す演算である (表A.4)。

A.5 NAND 、 NOR 、 XNOR

入力 出力
0 0 1

0 1 1

1 0 1

1 1 0

表 A.5: NAND ゲートを表す真偽値表。

NAND / NOR / XNOR ゲートは、 AND / OR / XOR ゲートの後に NOT ゲートが
かかったものである (表A.5, A.6, A.7)。

64



入力 出力
0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 0

表 A.6: NOR ゲートを表す真偽値表。

入力 出力
0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 1

表 A.7: XNOR ゲートを表す真偽値表。
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付 録B 移流方程式の性質と解法

x, t をそれぞれ位置と時間を表す変数としたとき、移流方程式とは
∂u(x, t)

∂t
= −∂cu(x, t)

∂x
(B.1)

という形をした微分方程式のことである。

B.1 移流方程式の性質
c が x, t によらない定数の場合には、u(x, t) の解は

u(x, t) = u(x− ct, 0) (B.2)

という形になる。これは、初期条件の形を維持したまま u(x, t) が c という速度を持って
移動していると解釈することができる。c が x や t に依存する場合には上記のような簡単
な形の解にはならないものの、c が u(x, t) の速度に相当するパラメーターとなることは
変わらない。

B.2 移流方程式の解法
移流方程式のシミュレーションを行う際には、まず移流方程式を離散化する必要がある。

そして離散化した式に従って時間発展を追っていくことになる。離散化した u(x, t) は unj
と書くこととし、これは時刻 tn = ∆t × n における位置 xj = ∆x × j の u(xj , tn) の近
似値である。離散化の方法はいくつも存在しており、そのうちいくつか代表的なものを以
下で紹介する。ただし、どの場合においても Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) 条件と呼ば
れる

c∆t

∆x
< 1 (B.3)

が満たされる必要がある。CFL 条件はシミュレーション内での情報の伝わる速度が系の
速度 c を上回っているということに対応している。もし CFL 条件が満たされない場合は、
シミュレーションで追うことのできる速度よりも早く系が移動するということになり、正
しく時間発展を追うことができない。
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B.2.1 Forward in Time and Centered Difference in Space スキーム
Forward in Time and Centered Difference in Space (FTCS) スキームは中心差分法と

も呼ばれ、一番簡単な 2次精度のケースでは以下のように離散化される。

un+1
j = unj −

c∆t

2∆x
(unj+1 − unj−1) (B.4)

この方法は一番簡単な離散化でも 1次ではなく 2次精度となるように精度が出せるという
利点はあるものの、安定性に欠けるという欠点があり、得られる解が振動してしまう。

B.2.2 風上差分法
風上差分法は一番簡単な 1次精度のケースで以下のように離散化される。

un+1
j = unj −

c∆t

∆x

unj − unj−1 (c > 0)

fnj+1 − fnj (c < 0)
(B.5)

この方法は先ほどの FTCS スキームと違って精度は低くなってしまう。しかし、この離散
化後の式は FTCS スキームのものに対して拡散項を追加したと解釈することができ、安
定性がある解法となっているが数値散逸が発生してしまう。

B.2.3 その他の解法
上記の解法はそれぞれ高次精度のものが存在し、それらは u(x, t) のテイラー展開から
導くことができる。上記のもの以外にも、風上差分法とは異なる方法で FTCS スキーム
に拡散項を加えて不安定性の除去を目指した Lax-Wendroff 法 と呼ばれる方法や、風上
差分法から数値散逸が発生しないよう時間刻みの取り方を工夫した Reservoir 法などがあ
り、様々なものが知られている。
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付 録C 自己重力系における重力計算

自己重力系では、力場が速度分布関数 f(x,v, t) を通して与えられる。速度分布関数を
速度 v に関して周辺化すると数密度

ρ(x, t) =

∫
f(x,v, t) dv (C.1)

が得られ、重力定数 G を用いて重力ポテンシャル Φ(x, t) が以下のように与えられる。{
∆Φ(x, t) = 2Gρ(x, t) (1次元)

∆Φ(x, t) = 4πGρ(x, t) (3次元)
(C.2)

また、重力ポテンシャルから力場 F (x, t) が

F (x, t) = −∇Φ(x, t) (C.3)

により得られる。
グリーン関数 G (x,x′) は微分作用素 L に対して

LG(x,x′) = −δ(x− x′) (C.4)

を満たす関数であるが、L = ∆ の時式 (C.4)は以下の解を持つ。
G (x, x′) =

|x− x′|
2

(1次元)

G (x,x′) =
1

4π|x− x′|
(3次元)

(C.5)

これを用いると、ポテンシャル Φ(x, t) は密度 ρ(x, t) を用いて
Φ(x, t) = −2G

∫
G (x, x′)ρ(x′, t) dx′ (1次元)

Φ(x, t) = −4πG
∫

G (x,x′)ρ(x′, t) dx′ (3次元)

(C.6)

と表せる。グリーン関数 G (x,x′) は x−x′ を通してのみ依存関係を持つので、誤解の無
い範囲で記号の濫用を恐れずに G (x− x′) = G (x,x′) と書くと式 (C.6)は

Φ(x, t) = −2G
∫

G (x− x′)ρ(x′, t) dx′ (1次元)

Φ(x, t) = −4πG
∫

G (x− x′)ρ(x′, t) dx′ (3次元)

(C.7)
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となり畳み込みの形をしている。
よって、 {

Φ̃(k, t) = −2G G̃ (k) ρ̃(k, t) (1次元)

Φ̃(k, t) = −4πG G̃ (k) ρ̃(k, t) (3次元)
(C.8)

が成り立つ。ただし、周期的境界条件が x 空間に課されていた場合は˜は複素フーリエ級
数展開のフーリエ係数を指し、そうでない場合はフーリエ変換を指す。そのため、周期的
境界条件の場合は k は整数値のベクトルであり、そうでない場合は実数値のベクトルを
取る。
グリーン関数のフーリエ係数 G̃ (k) は、x 空間の周期の単位が L だとして

G̃ (k) =
L

4π2k2
(1次元)

G̃ (k) =
1

4π2Lk2
(3次元)

(C.9)

で与えられ、フーリエ変換の場合は

G̃ (k) =
1

k2
(C.10)

で与えられる。
ただし、これを離散フーリエ変換によって近似する場合には、各方向に対して 0 から

Nx − 1 までの Nx 個の要素のうち前半分の要素が k ≥ 0 に対応し、後ろ半分の要素が
k < 0 に対応する。そのため、例えば周期的境界条件で 1次元の場合には

G̃k =


L

4π2k2
(0 ≤ k < Nx/2)

L

4π2(Nx − k)2
(Nx/2 ≤ k < Nx)

(C.11)

となる。
以上を周期的境界条件のケースについてまとめると、Boltzmann シミュレーションのあ
るタイミング t における重力 F (x, t) の情報が必要になった時、以下の手順で効率的に計
算を進めることができる。

1. 速度分布関数 f(x,v, t) を v に関して数値積分し、密度 ρ(x, t) の近似値を得る。

2. Fast Fourier Transform (FFT) により密度のフーリエ係数 ρ̃(k, t) を得る。

3. ρ̃ とグリーン関数のフーリエ係数 (式 C.9)を掛け合わせ、次元に合わせて定数倍を
することで (式 C.8)重力ポテンシャルのフーリエ係数 Φ̃(k, t) を得る。

4. inverse FFT (iFFT) により、重力ポテンシャル Φ(x, t) を得る。

5. 数値微分により式 (C.3)を計算し、重力 F (x, t) を近似的に得る。

シミュレーションを d次元空間で行い、空間をNd
x 個、速度空間をNd

v 個のメッシュに切っ
たとすると、それぞれの過程における古典的な計算量は 1. O(Nd

xN
d
v ), 2. O(Nd

x log(Nx)),
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3. O(Nd
x ), 4. O(Nd

x log(Nx)), 5. O(Nd
x ) となる。グリーン関数を用いた微分方程式の解

析を通してポアソン方程式 (C.2)を畳み込みの形 (式C.7)にすることで、高い精度を保ち
つつ少ない計算量で重力計算を行うことができる。また、何らかの手段で密度のフーリエ
係数 ρ̃(k, t) が手に入るなら、3. から計算を行うことになり、全体として O(Nd

x log(Nx))

の計算になる。
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付 録D Jeans 不安定性における揺らぎの成
長と減衰

自己重力系を考える。Vlasov 方程式 (1.6)において、Maxwell 分布 fM(v) は定常解で
ある。

fM(v) =
ρref√
2πσ2

exp

(
− v2

2σ2

)
(D.1)

ただし、ρref および σ は定数である。
この定常解の空間方向に摂動を加え、その摂動がどのように系に影響を与えるのかを見

ていく。まず、加えられた摂動が ϵf1(x,v, t) という形をしているとする。f1 は fM と同
じ程度の大きさであり、0 < ϵ ≪ 1 である。fM における重力ポテンシャルを ΦM とし、
摂動を加えた後の ΦM からの誤差を ϵΦ1(x, t) とする。
速度分布関数 f(x,v, t) = fM(v) + ϵf1(x,v, t) や重力ポテンシャル Φ(x, t) = ΦM +

ϵΦ1(x, t) を Vlasov 方程式やポアソン方程式 (C.2)に代入し ϵ の 1次についての項を集め
ると、

∂f1
∂t

+ v · ∂f1
∂x
− ∂Φ1

∂x
· ∂fM
∂v

= 0 (D.2)

∆Φ1 = 4πG

∫
f1 dv (D.3)

となる。これらを x空間に関してフーリエ変換し、フーリエ空間を k で表すことにすると
∂f̄1
∂t

+ ik · vf̄1 = iΦ̄1k ·
∂fM
∂v

(D.4)

−k2Φ̄1 = 4πGρ̄1 (D.5)

を得る。ただし、̄ は x 空間に関するフーリエ変換を表している。方程式 (D.4)は

f̄1(k,v, t) = ik · ∂fM
∂v

∫ t

−∞
eik·v(t

′−t)Φ̄1(k, t
′) dt′ (D.6)

という解を持つ。これに方程式 (D.5)も考えると、

ρ̄1(k, t) = −
4πGi

k2

∫
k · ∂fM

∂v

∫ t

−∞
eik·v(t

′−t)ρ̄1(k, t
′) dt′ dv (D.7)

を得る。
さらに、時間 t に関してもフーリエ変換を施し、フーリエ空間を ω と表すと

˜̄ρ1(k, ω) = −
4πG

k2

∫
1

k · v − ω
k · ∂fM

∂v
˜̄ρ1(k, ω) dv, Im(ω) > 0 (D.8)
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を得る。ただし、̃ は時間に関するフーリエ変換を表している。以上より、

−4πG

k2

∫
1

k · v − ω
k · ∂fM

∂v
dv = 1, Im(ω) > 0 (D.9)

である。この重積分のうち kと垂直な成分は積分を行い、平行な成分 vk についてはx = kvk

として置換積分を行い fM に具体的な形を代入すると、

− 4πGρref√
2πk3σ3

∫ ∞

−∞

xe−x
2/(2k2σ2)

x− ω
dx = 1, Im(ω) > 0 (D.10)

となる。よってプラズマ分散関数と呼ばれる

Z(w) =
1√
π

∫ ∞

−∞

e−s
2

s− w
ds, Im(w) > 0 (D.11)

を用いると、
k2

k2J
= 1 + wZ(w), ω =

√
2kσw (D.12)

とまとめることができる。ただし、kJ は Jeans 波数と呼ばれる量で

kJ =
4πGρref
σ2

(D.13)

で定義される。
今まで Im(ω) > 0 の範囲でのみ議論をしてきたが、(−∞,∞) の範囲の積分を複素積分

と捉え、Landau contour と呼ばれる積分経路を考えることで Im(ω) ≤ 0 にも Z(w) を解
析接続することができる。

Z(w) =



1√
π

∫ ∞

−∞

e−s
2

s− w
ds (Im(w) > 0)

1√
π

P

∫ ∞

−∞

e−s
2

s− w
ds+ i

√
πe−w

2
(Im(w) = 0)

1√
π

∫ ∞

−∞

e−s
2

s− w
ds+ 2i

√
πe−w

2
(Im(w) < 0)

(D.14)

以下この Z(w) を用いて、k に対してありえる ω を探っていく。
まず、Im(ω) > 0 のケースを考える。wZ(w) は虚部が 0 でなければならないので、

Im(wZ(w)) =
Im(w)√

π

∫ ∞

−∞

se−s
2

|s− w|2
ds = 0 (D.15)

である。Re(w) = 0の場合は、式 (D.15)の被積分関数が奇関数となるため Im(wZ(w)) = 0

である。それ以外の場合、Re(w) > 0 の時は Im(wZ(w)) > 0 で、Re(w) < 0 の時は
Im(wZ(w)) < 0 である。つまり、ω =

√
2kσw は 0 もしくは純虚数なので、実数 γ を用

いて ω = iγ と表せる。この時、式 (D.12)は
k2

k2J
= 1−

√
πγ√
2kσ

exp

(
γ2

2k2σ2

)[
1− erf

(
γ√
2kσ

)]
(D.16)
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となる。ただし、erf は誤差関数と呼ばれ、以下の式で定義される関数である。

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−t

2
dt (D.17)

以上の式から γ の値は決定されるが、Im(ω) > 0 すなわち γ > 0 という仮定があったの
で、k < kJ の場合のみに対応する。
次に、Im(ω) = 0 のケースを考える。Im(wZ(w)) =

√
πwe−w

2
= 0 なので、ω = 0 で

ある。これは、k = kJ の場合にのみ対応している。
最後に、Im(ω) < 0 のケースを考える。このケースでは、各 k > 0 に対して加算無限個

の ω ∈ C の解が存在する [5]。Im(ω) > 0 のケースからの類推で ω が純虚数または 0 の
解があると考え、実数 γ < 0 に対して ω = iγ と仮定する。この時、

Im(w × i
√
πe−w

2
) = Im(−

√
πγeγ

2
) = 0 (D.18)

となるため、分散関係は Im(ω) > 0 のケースと同様の式 (D.16)で表される。この式は解
くことができるので、ω = iγ とした仮定は合っていた。この解は γ < 0 であることから
k > kJ にのみ対応している。また、文献 [5] の Figure 5.2 よりこの解は k > kJ に対応す
る ω のうち、一番 Im(ω) = γ が大きな解である。
さて、ω は時間 t のフーリエ変換のパラメーターである。そのため、それぞれの ω が

e−iωt というモードに対応しており、虚部が 0 より大きい場合は成長モード、小さい場合
は減衰モードとなる。また、γ = Im(ω) はモードの成長率を表すこととなる。
以上の議論をまとめ、以下の事実が判明した。

1. 各 k > 0 に対して無限に解 ω が存在する。

2. その中で最大の虚部を持つ解、つまり一番支配的な解は式 (D.16)を解くことで得ら
れる。

3. 全ての k > 0 には γ < 0 の減衰モードの解が存在する。

4. Jeans 波数 kJ より k が小さい場合にのみ γ > 0 の成長モードの解が存在する。
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付 録E 特異値分解

整数 m ≤ n に対して m× n 複素行列 M を考える。MM † は m×m のエルミート行
列なので、m×m ユニタリ行列 U と実数を対角要素にもつ対角行列 Σ2 により

MM † = UΣ2U † (E.1)

このように対角化可能である。MM † は半正定値行列なので、Σ2 の対角要素は全て非負で
あり、それらの平方根を対角要素に並べた m×n の対角行列を Σ とする。この時、n×n
複素行列 V を

V =M †UΣ−1† (E.2)

により定義すると、V V † = V †V = I より V はユニタリ行列である。(Σ−1 は n×m の
対角行列で、Σ の対角成分の逆数を並べたものである。) これにより、特異値分解と呼ば
れる分解

M = UΣV † (E.3)

が定義される。また、Σ の対角成分は特異値と呼ばれる。M が実数行列の場合には、U, V
は直交行列となる。

74


